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Intention

Vorliegendes Werk soll dem Ingenieur z.B. der Elektrotechnik, Nabtentechnik oder Si-
gnalverarbeitung die Grundlagen der konventionellen (analogen) ittereimationen nahe-
bringen. Mit etwas mehr Ausfuhrlichkeit als bei anderen Publikationatieger Thematik wird
versucht, auch die mathematischen Hintergriinde zu vermitteln und daduas mehr Ver-
standnis fur die Zusammenhange zu erreichBrsondere Aufmerksamkeit wird dabei der Ver-
bindung zur BcueByscHErF'SChen Approximationstheorie, der Funktionentheorie sowdesi's
elliptischen Funktionen geschenkt. Ausgehend von den Eigenscheaftes@vie wertkontinu-
ierlicher LTI-Systeme werden die bekanntesten (realisierbaren) Sthidpalifilter erortert.
Dabei sind es inshesondere Forderungen an den AmplitudengangeweldMittelpunkt der
Betrachtungen stehen. AbschlieBend wird die Transformation der dbengsfunktion in an-
dere Frequenzbereiche bzw. Filtertypen, wie Hochpal3, BandpafiBadelsperre behandelt.
Zahlreiche Anhange sind von ihrer Ausfuhrlichkeit so gestaltet, dal3Eimerbeitung in die
mathematischen Grundlagen ermdglicht wird.

Approximationsvorschriften im Zeitbereich, numerische Verfahren sdigi®laherung von an-

deren charakteristischen GroR3en, wie der Gruppenlaufzeit odePliesengangs, werden bei
den Betrachtungen fast vollstandig ausgesp&ienfalls nicht behandelt (und auRerdem vor-
ausgesetzt) werden die Grundlagen deurfr-Analyse, flr welche es sehr gute Literatur

glbt[ J ] ] t ] ] ]

IWobei der Lesende selbst darliber entscheiden kann, wie stark eosicler Thematik einfangen laft.
2Approximationen im Zeitbereich (bzw. das dortige Verhalten der StartiafpaRfilter) werden z. B. in(
] untersucht.






1. LTI-Systeme



1. LTI-Systeme

1.1. Systemuberblick

Bevor auf die konventionellen Approximationen fur zeit- und wertkontiriciee Filter einge-
gangen werden kann, noch eine kurze Rekapitulation der Eigenstlinftarer zeitinvarianter
Systeme )5.] [ ) 1]
LTI-System
X(j ) H(jw) Y(j o)

eniins

x(®) h(®) y(®)

Abbildung 1.1.: Systemgrof3en in Original- und Bildbereich

1.2. Linearitat

Ein System ist linear, wenn das Superpositionsprinzip (oder der Uleedlagssatz) gilt, d. h.
die Gesamtwirkung kann als Summe der Teilwirkungen wiefolgt ausgednigskien:

Xi=X1+Xo+-+ = Y=Y +Yot--- mit Y = fsysten{X) .

Fur ein LTI-System berechnet sich die Ausgangsfunktion als Faltunigrbedsantwort(t) mit
dem Eingangssignal
y(t) = (x=h)(t) :f X()h(t-7)dr (1.1)

weshalb die Summe durch

y(t) = f " x(Dh(t—)dr+ f " xe(Ph(t=7)dr+ - = ya(t) +ya(t) + ya(t) + -

(o)

beschrieben werden kahn

1Gleiches gilt im Frequenzbereich, da dieukier-Transformation selbst ein linearer Operator ist.



1.3. Stabilitét

1.3. Stabilitat

Eine notwendige und hinreichende Bedingung fur die (asymptotischei)itatadines linearen,
zeitinvarianten Systems besteht darin, daf3 unter der Voraussetzusgediiehen Eingangssi-
gnals|x(t)| < M < oo das Ausgangssignal sowohl im Zeitbereipt{t]| < «) als auch Bildbereich
(|Y(jw)| < o) beschrankt ist{re79, 1.2.1], | . 2.11]. Im Zeitbereich kann daraus relativ
schnell eine Bedingung an die Impulsantwort des Systems abgeleitetnyerglen man fir das
Integral in Formell.1 absolute Konvergenz fordér , 1.4.5].

ly(t)| = U:OO X(T)h(t-7)dr| < j:oo|X(T)||h(t—T)|dTS Mf:oolh(t—r)ldr

Im Zeitbereich fordert man deshalb flr die Impulsantwort eines stabil&$i$tems:

foo [h(t)|dt < o, (1.2)

was gleichzeitig die Existenz desdrier-IntegralsH(jw) = F{h(t)} sichert | 1 [ ,
2.3.1], | ,8443], ;2-1].

|H(jw)|=Mmh(t)e—iwt dt s£m|h(t)||e‘j‘“t| dts[oolh(t)|dt<oo

Eine davon abgeleitete Forderung bei rationalddbertragungsfunktion

amS"+ -+ @ +a1S+ay

H(s) =
s b+ -+ by +bys+ by

(1.3)

ist die, daf? alle Polstellen negative Realteile aufweisen missetwgrt-Polynom) und der
Grad des Zahlerpolynoms hdchstens so grol3 wie der des NennersageiNw so kann (in
einer ersten Betrachtung fiir- m) gewahrleistet werden, dal die Partialbruchzerlegung

C1 C2

1= eosyn T smse T

(1.4)

2Und den Mittelwertsatz der Integralrechnung beriicksichi§tt (x) g(x) dx = (¢) [ g(x)dx, mit £ € [a,b].
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bei der Rucktransformation in den Zeitbereich zu einer beschranktandamwort fihrt § )
254 ,44.2], [ , 76]

c C
1 tpl—l e§1t + 2 t,UZ_l e§2t 4+ (15)

"= - (i2-1)!

und wegen

lim h(t) = lim sH(s) = 0
t—co s—0

im Unendlichen sogar verschwindet.

Sollte jedochn = m gelten, dann kanhi(s) in die Summe aus einer echt gebrochen rationalen
Funktion (auf welche wieder die Formeln4 und 1.5 zutréfen) und einer Konstanta, /by
zerlegt werdeh

n-1
D (aa - ?bi) s
H(S)ZI:O . n _+...+% (1.6)
3 by Bn
k=0
C1 C2 an

= + +ot
(s—s)  (s—s2) br

Durch eine Grenzwertbetrachtung i co sieht man sofort, daR(co) reell und endlich ist

lim H(s) = ? — H(co) (1.7)

Nimmt man noch die-Transformationsregelt) o—e 1 hinzu, so ergibt sich aus

3Die Abspaltung einer Konstanten, welche bei der RiicktransformatioerinZeitbereich zu einemic-Sto3
fuhrt, kann fir den Fall & H(e0) < co grundsétzlich immer vorgenommen werden, selbst wenn es sidt(bei
nicht um eine rationale Funktion handelt.

“Wobei es hierbei irrelevant ist, ob der Real- oder Imaginarteil (oden der Betrag) vos gegen Unendlich strebt.
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C1 + C2
(5-s01  (5- S

H(s) = + -+ H(c0) (1.8)

die verallgemeinerte Impulsantwert

h(t) = €1 pu-lgnt e leSt .. 4 H(o0) §(1) . (1.9)

2
(- 1)! -1

1.4. Kausalitat

Fir Systeme der realen Welt kann man grundsatzlich davon ausgeRess dane Wirkung vor
der Ursache ausgeschlossen ist. Man fordert deshalb von eindrarsdierisierten LTI-System,
daR furt < 0 das Ausgangssigng(t) verschwindet. Aus systemtheoretischer Sicht kann eine der-
artige Einschrankung an die Zeitfunktion nicht ohne Einflu3 auf die Bikiion der Fourer-

bzw. LarLace-Transformation bleiben. Welche Forderungen an die Transformients &ausa-

len Signalsy(t) unter dieser Bedingung zu stellen sind, soll im Folgenden ermittelt werden.

1.4.1. ¥ -Bildfunktion

Der geradlinigste Ansatz formuliert das Verschwinden des Sigl&ir t < 0 durch die Aqui-
valenz

s(-t)y(t)=0.

Fourier-Transformation dieser (notwendigen, fiir realisierbare Systeme nicrgithenden)
Bedingung in den Bildbereich fuhrt mit Hilfe des Faltungssatzé3 f,(t) o—e F1(jw) « F2(jw) /27
sowie der Korrespondenzts¢—e 76(w) + 1/jw zWF:

5Auch in diesem Fall gilt lin. h(t) = 0, jedoch nicht mehr bei Re> 0.
6AuRerdem nicht zu vergessen der Ahnlichkeitssatz sowie die EigehstevaDirac-Funktion f(t) = §(t —tg) =

f(t—1to).
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Y()

1
o " [71'(5(—&)) +JZ

= }[Y(jw)+ji*Y(jw) =0.
2 W

Separiert man Real- und Imaginérteil, dann muf fir ein kausales Signal

Re[Y(jw)] - % xIm[Y(jw)] =0

IMY(jw)] + — *Re[Y(jw)] = 0
Tw

gelten. Umstellen nach Réjw) und ImY(jw) ergibt folgende Zusammenhange:

ReY(jw) = —— «ImY(juw) = Efw IMYE) 46 = 24 fim V()] (1.10)
Tw T w—Q
~ImY(jw) = % +ReY(jw) = %fo Rj\_((g) dQ = H [ReY(jw)) . (1.11)

Real- und Imaginarteil (derderier-Transformierten) eines kausalen Signals sind also wechsel-
seitig Uiber die H.sert-Transformation

LI

H{T(X)} = }TV. P.f: x—gdf: —t f(X)

verbundenPP02 9], [ , 5.1], [ , 4].

Ein anderer, aber sehr einfacher Ansatz geht davon aus, dafksgtamiich jede Zeitfunktion in
eine gerade und eine ungerade Teilfunkgm= yy(t) +yu(t) zerlegt werden kanrifap63 10-2],
[ , 4.1]. Dann gilt wegerny(—t) = yy(t) — yu(t) bei Addition und Subtraktion beider Formeln:

y(t) +y(=1) = 2yg4(t) y(t) = y(=t) = 2yu(1),

7Alle vorgenannten Fakten mussen sicherlich auch dann gelten, weSystasn durch einen®ac-StoRR angeregt
wird. Aus diesem Grund kénnen samtliche Beziehungen genauso affi-tieertragungsfunktion eines LTI-
Systems angewandt werden, wenn nYgjw) = H(jw) undy(t) = h(t) setzt.
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d. h. beide Teilfunktionen sind vorft) und deshalb auch wechselseitig abhahdin speziellen
Fall eines kausalen Signals, dyit) = 0 firt < 0 bzw.y(-t) = 0 firt > 0 kann folgendermaRRen
vereinfacht werden:

YO = 260 = 20u(t), >0
Y(=t) = 2yg(t) = —2yu(1), t<0.

Hieraus laft sich die Abhangigkeit zwischen geradem und ungeradeeil Aon y(t) direkt
ablesen.

Yg(t) = sign@)yu(t) Yu(t) = sign)yy(t)

Berlicksichtigt man jetzt noch die Eigenschaft devitier-Transformation reeller Zeitfunktion,
namlich daf} der gerade Anteil vgft) mit dem Realteil der BildfunktiorY(jw), der ungerade
Teil hingegen mit dem Imaginarteil korrespondiert (Mgl1.1), so fuhrt Anwendung des Fal-
tungssatze$; (t) fo(t) o—o F1(jw) =« F2(jw) /27 sowie der Korrespondenz sigh¢—e 2/jw zum
bekannten Ergebnis:

ReY(jow) = J%*j 'm;(rj“’) §Im Y(jw) = J%* Re;?“’)
ReY(jw) = % *IMY(jw) IMmY(jw) = —% *ReY(jw)
ReY(jw) = H{ImY(jw)} IMY(jw) = —H{ReY(jw)} .

1.4.2. £-Bildfunktion

Nehmen wir als Ausgangssituation der Betrachtungen in derake-Ebene an, daf? die Trans-
formierte Y(s) = ReY(s) +jIm Y(s) des reellen Signalgt) in der rechten Halbebene vollstan-
dig analytisch sei, d.h. dort weder Singularitdten (also auch keine Potk) 8priinge hat.

8Man beachte aber, da méglicheeR-St6Re zum Zeitpunkt= 0 in diesen Formeln verlorengehen, de(i) spie-
gelt sich ausschlieRlich im geraden Tgj(t), jedoch nicht im ungeraden Tail(t) wieder (vgl. auch Kommentar
in[ 2 10-2] zur Heeert-Transformation). In Folge dessen gelten die weiteren Ausflhrutiedieser Fall
auf Seitel4 erértert und in Zusammenhang mit Abschiit8 gebracht wird) nur fir Signale mif(co) = 0 bzw.
Systeme mitH () = 0.
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Aus der Funktionentheorie ist bekannt, daf} sich eine solche Funktiorr @entéBedingung

lims,e Y(s) =0, vgl. AbschnittD.7.1.3oder | ; 10-5]) fur Res > 0 vollstandig durch ihre
Randwerte auf der imaginaren AcAskefiniert | , 119].
YG9)
Y(s) = 27rf ~ JQ Res>0 (1.12)

Aus demselben mathematischen Gebiet entstammen auch die folgenden ksisdigiachkei-
ten, welche fir Re > 0 die Riickgewinnung der Funktion nur aus dem Real- oder Imaginarteil
ermdglichen.

Y(s)zﬂijf'mwdgzlf’“wdg (1.13)

—joo s—Q TJ iew S—Q

Zur Rucktransformation der letzten Darstellung in den Zeitbereich wendlejetat den Fal-
tungssatz der AeLace-Transformation 1 = F»)(s) = _';’:o F1(Q)F2(s— Q) dQ e—o 27j f1(t) fo(t)
an | , 29], wobeiFo(s) = st undF1(s) = ReY(s) bzw. F1(s) = jIm Y(s) gesetzt wird.

y(t) = 2£‘1{%} LHF(9 =2s0) L HF(9) (1.14)

Diese Beziehung enthélt das wesentliche Resultat: wegen der Multiplikatioremi&ihheits-
sprung si) verschwindet das Signg(t) fiir t < 0 (Kausalitat), wenfy(s) in der gesamten rechten
Halbebene analytisch {§t

Die Aussage fiihrt zu einer wesentlichen Forderung an die Ubertgafunktion eines LTI-
Systems (weng(t) = h(t) und demzufolgér(s) = H(s) gesetzt wird), ndmlich dal3 eine rationale
L-Ubertragungsfunktioid (s) keine Pole in der rechten Halbebene besitzen darf.

1.4.3. Schluf3folgerungen

Anhand der vorangegangenen Ausflihrungen wurde deutlich,idd@esales Signal (bzw. die
Impulsantwort eines LTI-Systems) unbedingt mit einer Abhéngigkeit 2wis&keal- und Imagi-

9Entspricht mits — jw dem Ubergang von derbrier- zur LapLace-Transformierten (vgl. auchifilg1, 4.1.3]).
OWegen des Integrationsintervalls ii{y(t)} = [;”y(t) eS'dt sind in diesem Fall hpace- und FoURIER-
Transformierte (bis auf das Konvergenzverhalten der Transtamaleichwertig.
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narteil der Bildfunktion (Gber die Heerr-Transformation) verbunden ist. Aus der Funktionen-
theorie entstammte die weiterreichende Erkenntnis, dal ein solcher Zusaamgénimer dann
gegeben ist, wenn sich das Signal in der rechfedalbebene als frei von Singularitaten dar-
stellt. Fir die Ubertragungsfunktion eines LTI-Systems hat deshalb die tler Pole entschei-
dende Bedeutung nicht nur in Bezug auf die Stabilitat sondern aucheaffadisalitat der Im-
pulsantwort und damit die Realisierbarkeit.

Was die kausalen Signale angeht, so kann man aufgrund der Abhébgigisehen Real- und
Imaginarteil noch redundanzfreie Darstellungen ableiter (3 13]:

Y(w) =RelY(jw)] - ﬂj—w *Re[Y(jw)] = % *IM[Y(w)] +jIm[Y(jw)]

= [6(0)) - ﬂj—w] xReY(jw) = [J O(w) + % *ImY(jw).

Durch Anwendung des Faltungssatzes und (wieder) der Transforniétiden Einheitssprung
sowie [ d(w - Q) Re[Y(jQ)]dQ = ReY(jw) auf

Y(w) = %[ﬂé(w)+j%]*ReY(jw) = 7j—r[7r6(w)+1% xImY(jw)
= Re[Y(jw)] —j—TLO Rjt“g) da = %Lo 'Tl(’éz) dQ+jIm[Y(jw)]

erhalt man fur die Zeitfunktion

y(t) = 2st) F {ReY(jw)} = 2jst) F 1 {ReY(jw)} .

Sollte?“l{ReY(jw)} fur t = 0 verschwinden, dann ist es also ausreichend nur eine Komponente,
entweder Real- oder Imaginarteil, zur Beschreibung des Sig(talseranzuzieher.

y(t) = 2F H{ReY(jw)) = 2) F HIm Y(jw)} . (1.15)

Die jeweils andere Komponente ist faktisch redundant, was solche @raregfonen wie die

11ansonsten muR man den irts$teckenden Rac-StoRR noch beriicksichtigen.
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Cosinus- oder Sinus-Transformation rechtfertigiun62, 3.2], [ , 5.1.2]. Diese ergeben
sich (bis auf einen konstanten Faktor) sofort aus ForhriEl, wenn man die Symmetrieeigen-
schaften der trigonometrischen Funktionen berlicksichtigt.

= — jow eja)t dw=— . d
y(t) - [00 Re[Y(jw)] w ﬂfo Re[Y(jw)] coswt) dw

:j_rﬁmlm[Y(jw)]ej‘”t dw:—;zrj(; IM[Y(jw)] sin(wt) dw

In gleicher Art und Weise kdnnen auch die Ausfihrungen fir die Ace-Transformierte=1(s)
von Seites fortgesetzt werden. Denn gehorchit!{F,(s)} der Bedingung nach Gleichurigl4
“von Hause aus”, d. h. verschwindet fiix 0, so wird wegen des Wegfalls des jetzt unnétigen
Faktors sf) das kausale Signgit) vollstandig durch den Real- oder Imaginarteil seinerlace-
Transformierten beschrieben.

y(t) = 2L {ReY(9)} = 2) L~H{ImY(9)} (1.16)

1.4.4. Integralsatze

Berlcksichtigt man die Eigenschaften dewkier- bzw. LapLace-Transformierten reeller Zeit-
funktionen, so lassen sich fiir die Ubertragungsfunktion von kausdleBystemen zahlreiche
Darstellungsformen angeben, die oftmals als Integralséatze smintigzeichnet werderipd44,

[ , 5.1], [ ,10.], [ 12.3.2].

1.4.4.1. Real-/Imaginarteilbeziehungen inder L-Ebene
Eine erste Betrachtung dazu (die etwas ausfuhrlicher erfolgt), gehFeanel1.12 aus und

erweitert zunachst den Integranden sHtjQ.

1 [ (s+IQH(Q)
e F+02

) SHGD) ) QHGD)
B an sz+£22 27rf 2+Q2

H(9) do

Bedenkt man nun, daf}:

10
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¢ die Integration von-oo bis co Uiber eine ungerade Funktion Null ergibt;

¢ Integration einer geraden Funktion durch Verdoppelung in den netemmez€n [Qoo] aus-
gedriickt werden kann;

¢ der Imaginarteil dey -Transformierten einer reellen Zeitfunktion eine ungerade Funktion
ist;
¢ der Realteil defF-Transformierten einer reellen Zeitfunktion eine gerade Funktion ist;

¢ Division/Multiplikation einer geraden und einer ungeraden Funktion wieder eineradg
Funktion ergibt;

e der Nennef?+s? als auchR Im H(jQ) beziiglich der Integrationsvarialfiegerade Funk-
tionen sind;

¢ QReF(jQ) hingegen eine ungerade Funktion darstellt;

so ergibt sich im£-Bildbereich:

do, Res> 0.

1f°° SRe[H(Q)] - QIM[H ()]
0

H(S):; L+02

Eine weitere Darstellung, der allerdings keinerlei Annahmen in Bezugialatfunktionen
zugrunde liegen, kann ausgehend von3gewonnen werderi/] , 3.13]. Dazu addiert und
subtrahiert man einfach Rs) im Zahler des Integrals

joo -
H(S):;r_ljf_j Re[H(Q)] R:E(ZS)HRG[H(S)] "~

_ Re[H(9)] = do +ifj°° ReHE)] -ReH(S)

7 Sjoo S=Q 7 J oo s—Q

und nimmt die fur Re > 0 geltende Beziehunﬁf;(s— Q)~1dQ = jr zu Hilfe.

fj“’ ReH(@)] -ReH(9)]

1
H(s) = Re[H(9)] + " )

xj

Bringt man noch Rel(s) auf die linke Seite, so kann direkt eine neue Variante der Abhangig-

11
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keitsdarstellung zwischen Real- und Imaginarteil gewonnen wétden

imH(s = _% ﬁ‘” Re[H(Ql]_—gI;eﬂ"(S)] d0.  Res>0
ReH(9 - [ ;w AN MHE] o0,

1.4.4.2. Real-/Imaginarteilbeziehungen auf der  jw-Achse

Auf der imaginaren Achse gilt (fir Systeme mit lim., H(jw) = 0, vgl. AbschnittD.7.1.3 die
aus der Funktionentheorie bekannte Beziehung:

, : 1 1 CH({Q
H(jw)=H(w)* — = = .P.f £dQ. (2.17)
jor 7 oo W—Q
Mit dem Ziel den Nenner des Integranden zu einer geraden (oderashgn) Funktion zu ma-
chen, soll unsv + Q als Erweiterung dienen.

“ (w+QH(Q)

oo W2—0)2 de

H(jw):%_v. P.

Dabei verschwinden die Integrale tkelmH(j2) und QReH(jQ2), da es sich bezuglicf2 um
ungerade Funktionen handelt.

Hjw) = 2 V. P.f wReH(] +]QImHI)] ) (1.18)
mTj 0 w?-Q?
Fir den Real- und Imaginarteil kann man nun direkt ableS@mgl. auch | 210-2], | \

5.1], [ , 3.13)):

12Genauso firr die reelle Komponente, hier jedoch ohne Beweis.
13Beide Gleichungen bestatigen augenscheirti¢hjw) = H*(jw).

12
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2 “ QIMH(Q
ReH(jw) = £V, P.f QIMHID) 4 (1.19)
T 0 a)z—Qz
ImH(jw):—Z—wV.P.f RERED) 4a (1.20)
b4 0 w—Q

1.4.4.3. Bope’s Real-/Imaginarteilbeziehungen

Oftmals sind in der Literatur Darstellungen zu finden, in deH@@) auch auf der rechten Seite

im Integranden auftaucht und die letztlich atifi45 zuriickgeheft | ;10-2], [ ,
3.14], | ; 6.4].
ReH(jw) = H(eo) + 2 V. P.fw Q'm[HGQ)g _“’;m[HGw)] do (1.21)
T 0 w—Q
o 20, 5 [~ ReH(Q)] -ReH(w)]
ImH(w) = — V.P.j; LY dQ (1.22)

Offensichtlich kann aber der Term mit(jw) aus dem Integral herausgezogen werden, da er
nicht von der Integrationsvariabf@ abhéngt. Unsere Aufmerksamkeit soll deshalb dem Integral
Iy 2w/(w? - Q?)dQ gelten, dessen Wcuy’'scher Hauptwerf sowohl anschaulich als auch im

Hinblick auf dessen Stammfunktion|i#2| verschwindet® | . 3.3.23].
* 2 *© 1 1 Q¥
V.P.f Z—wdQ:V.P.f ——olgzzln“”+ =0
0 w -Q2 0o Q+w Q-w w—Qlo=0

Beide Beziehungen entsprechen folglich den Formel®und 1.20, nutzen also nur die Aqui-
valenz:

14Der Summand(c) sei zunachst ignoriert, da er nur bei Systemen mitgligg, H(S) # O berucksichtigt werden
muf3 (auf die noch eingegangen wird).
I5F{irQ = w existiert die Funktion fiensichtlich nicht.

18Ein Spezialfall des Grenzwertes [im. w In| 22| = 2Resin der L-Ebene ' B.1].

13
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*© 2wH(jw) _ o)

1.4.4.4. Systeme mit H(oo) £0

Far LTI-Systeme mit der Eigenschaft

ISI4im H(s) #0,

Res>0

aber mit beschranktef -UbertragungsfunktiotH (co)| = lim|g—.« |H(S)|, wie fur rationale Uber-
tragungsfunktionen in Abschnift.3 betrachtet, kann man nicht aubrban’s Lemma zurlck-
greifen. Aus diesem Grund sind alle vorangegangenen Aussagart derupassen, dal} der
im Unendlichen verlaufende Integrationsweg (nach Abbilding) bei der Anwendung von
Caucny's Integralformel bertcksichtigt wird\j , 3.12], | ; 10-2]. Den allgemeinen
Fall einer, in der rechten Halbebene analytischen Funktion, mu3 manhlésigeandermalen
korrigieren:

1 (¥ H©Q) 1 H(Q)

Betrachten wir zuerst den Integrationsw@g und bringen die Substitutio® — s = re&? mit
dQ = jréd?dg zur Anwendung.

HEO) oo _ [ HO) _;-jﬁ jo_
fcmS_QdQ_ fch—SdQ_ Jrll_r)rgo i H(re’—s)dg

NIS

Unter der Maligabe— oo kann man sicherlick?| > | annehmen, d. 2 — s~ Q setzen.

HQ) . ) B
medﬂ_ Jrlmoi H(re” dg

NS

Aul3erdem ist wegen der (fur reelle Zeitfunktionen immer geltenden) Relation

H(s") = H*(9),

eine Beschrankung des Integrationsweges auf einen positiven \iersatkoglich.

14
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0 . 2 .
fcmgdﬁz—jrﬁiﬂo[‘[ H(re|9)d0+f0 H(re|9)d0}

n
2

= —j lim fiH(re‘j")+H(rei9)d0
r—oo 0

= lim fiH*(rei”)+H(rei9)d9
- Jo

=-2jlim fﬁ ReH(r €% dg

r—oo

Letzter Ausdruck weist nun eindeutig darauf hin, daf es sich bei dexgrai entlangdC., um
eine rein imaginare Konstante handelt, welcher féf co sowohl allgemein als auch speziell auf
der reellen Achsed(= 0, Res — o) nicht notwendigerweise verschwinden muf3.

Zuruck zur Ausgangsbeziehung?3erhalten wir durch Einsetzen

1 H©) 1. (2 i
H(S)— Ejf_vjoos——ﬂdg-’-;rh—)ngoﬁ REH(reI )dg

und stellen fest, daR sich der Realtéiton H(s) um den konstanten Betrag

H(co) = }rlim fﬁ ReH(r é) dg
—oo g

T

erhoht®. Aus diesem Grund &ndert sich z. B. Formel2wiefolgt:

1 (CH(Q)
H(S)—ZﬁmmdQ+H(Oo),

d. h. der Realteil kann bei solchen Systemen nur bis auf eine Konstanteauimaginarteil be-
stimmt werden [f ; 10-2]. Umgekehrt bleibt die Abhangigkeit nach Beziehdntl jedoch

1"Deshalb haben alle Beziehungen fiir den Imaginarteil detlbertragungsfunktion von Systemen mit
lim}g—0 H(s) = 0 Bestand.

18Konform zu Formell.7, welche speziell fiir rationale Ubertragungsfunktionen gilt (mit denieresvin der Praxis
eigentlich immer zu tun haben). Logisch auch deshalb weil die Rucktianafion des konstanten Anteils der
Ubertragungsfunktion nach FormeBim Zeitbereich zu einem Rac-Impuls fiihrt, welcher grundsétzlich nicht
als ungerade Funktion existiert.

15
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bestehen, so daf3 sich die neue Gesamtsituation folgendermalf3en Harstellt

ReH(jw) — H(c0) = H{ImH(jw)} ImMH(jw) = —H{ReH(jw)} . (1.24)

1.5. Minimalphasensysteme (MPS)

1.5.1. Eigenschaften

Minimalphasig nennt man Systeme, die in der rechfeidalbebene weder Pole noch Nullstel-
len besitzen [} , 10-3]. Fiir rationale Ubertragungsfunktionen bedeutet diese Hibafis
dalR Nenner und Zahler vath(s) Hurwirz-Polynome sein mussen. Die Freiheit von Polen bzw.
Nullstellen fiir Res > 0 macherH(s) und H=1(s) auf diesem Gebiet zu analytischen Funktio-
nert’. Unter solchen Voraussetzungen ist man in der L&t(@) zu logarithmieren und dabei
die Holomorphieeigenschaft trotzdem zu bewahren. Bezeichneik (8)r= InH(s), so kann
man nach Beziehuny10und1.11einen determinierten Zusammenhang zwischen Dampfung
A(S) = —ReF(s) = —In|H(9)| und Phasé&(s) = —ImF(s) = —j «H(s) angeben.

Alw) = H{B(w)} B(w) = -H{A(w)}

Eine wichtige Voraussetzung fur die Anwendbarkeit beider Formeln @t dem Lemma von
Jorpan allerdings limy_.« [F(S)| = 0. Im Allgemeinen kann man von dieser Voraussetzung je-
doch nicht ausgehen, so dal3 genau wie in den Beziehungédie DampfungA(eo) zu bertick-
sichtigen ist | ,5.3.1.2].

Bn [ 2 10-5] werden LTI-Systeme mit @ H(w0) < o als nicht-kausal angesehen, denn die Impulsantwort
enthalt (wie in Abschnitfi.3schon dargelegt) unweigerlichic-Anteile.

20Die Ubertragungsfunktiof(s) gehdrt wegen der dort vorausgesetzten Polfreiheit zu einem stahyjistam (vgl.
Abschnitt1.3).

21Bei Anwendung der Definition in Bber: A(w) = —IN[H(jw)!.
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1.5. Minimalphasensysteme (MPS)

Aw) - A(eo) = H [B(w)) B(w) = —H [AW))

1.5.2. Zerlegungssatz von B obe

Praktisch kann man jedes LTI-System mit rationaler Ubertragungsfunkt{sh= U(s)/V(s)
als Kettenschaltung eines Allpal3- und eines Minimalphasensystems vergtehzy 10-3],
[ ,5.2], [ ,3.14], [ , 3.5]. Spalten wir dazu die Zahlerfunktidh(s) so auf, dal’
alle Nullstellen mit negativem Realteil 1d_(s) liegen, die mit positivem itJ_(s).

_U(g) _U_(9U(9
V() V(9

H(s)
Einfache Erweiterung mit demuswirz-PolynomU ., (-s) ergibt?

_U-(9U.(-9 Uu(9

H(s) VS 0.’ (1.25)
Hmps HaLp

d. h. die Zerlegung in

¢ ein minimalphasiges SysteRyps, welches keine Nullstellen in der recht€rHalbebene
besitzt;

e sowie einen stabilen AllpaRa.p, also ein System mjHa p(9)| = 1.

H(s) = Hups(S) - HaLr(S) (1.26)

1.5.3. SchluZfolgerungen

1. Der eigentliche Begfti “Minimalphasensystem” sollte an dieser Stelle klar werden, wenn
man die Gesamtphase

22pje Nullstellen vonU, (-s) besitzen allesamt negative Realteile.
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1. LTI-Systeme

~B(w) = ¢H(jw) = «Hyps(jw) + £ HaLp(jw)

betrachtet. Denn wirde der Anteil des AllpalR’ vermieden, so reduziehtelas Gesamt-
system auf ein Minimalphasensystem.

2. Der determinierte Zusammenhang zwischen Dampfung und Phase einiesaidiva-
sensystems besteht aufgrund der Nullstellenlage (bzw. Analytizitat vdgpdg(s) und
In H,\_A:'LDS(S) in der rechten-Halbebene). Die Abhangigkeit von Real- und Imaginarteil
der einzelnen Ubertragungsfunktion (vgl. Abschiitf) ist davon thematisch unbertihrt,
zumal sich die dadurch bedingte Kausalitat und Stabilitat auf die Lage delRn be-

zieht.

3. Aus Formell.25kann man als allgemeine Ubertragungsfunktion eines AllpaR’ ablesen:

G(-9)

0 mit BaLp(w) = 24G(jw) .

HaLp(s) =

Um die Problematik etwas anschaulicher zu gestalten, hier ein Beispietanssj 10-3].

1 1-s
H(s)= —— - ——
(s 2+s 1+s
S—— Y—

Hvps  HaLp

Wie sofort erkennbar, handelt es sich um ein stabiles System mit den otenl unds; =
—2. Die Nullstelle des Allpal3’ bes = +1 hat einen positiven Realteil, ist alsty p(S) richtig
zugeordnet. Obwohl insgesam({c) = 0 gilt (Jorban-Bedingung), verschwindet die Amplitude
des AllpaR-AnteilsHaLp(c0) im Unendlichen nicHt. Auch die Partialbruchzerlegung fti(s)
deutet einerseits auf Stabilitéat (speziell ab¢k) = 0), andererseits auch auf Kausalité(t) = O
furt <0) hin.

32 o
H(S)_fs_ﬁs h(t) = st) (3e®-2¢e)

Beide als Kettenschaltungen anzusehende Ubertragungsfunktionen

. 1- . . .
23Die Korrespondenlez e—o02e'—5(t) deutet wegen der Beteiligung eineskx-StoRes schon darauf hin.
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1.6. Realisierbarkeit

. 1-jw . 1
H = - H = "
ALP(jw) 17jo mps(jw) 2tjw
. 1-w? . 2
ReH = ReH =
ap(w) = T wps(jw) = 7 ——
. 2w . w
ImH =— ImH =—
ap(jw) = =3 mps(w) = —7——

haben voneinander abhéngige Real- und Imaginarteile, wie man mit desfGmaiationsbezie-
hung

(el =
a2+x2) a2+ x?

feststellt.

. 2 .
ReHaLp(jw) = HaLp(e0) = Too? = H{ImHaLp(jw)}

2 5 = H{ImHyps(jw)}

ReHyps(jw) = 0

Trotzdem besteht ein fester Zusammenhang zwischen Dampfungs- asdveHauf nur fir
den Minimalphasentelvps(s), nicht fur H(s) insgesamt. Der Allpal3-Anteil sorgt insbesondere
dafur, daf3 sich die Phase um den Betrag arégﬁerhdht.

1.6. Realisierbarkeit

LTI-Systeme, die sowohl kausal als auch stabil sind, nennt man (@igsiR) realisierbar. Kau-
salitdt bedeutey(t) = 0 fur t < 0 oder im Bildbereich, daRi(s) in der rechten-Halbebene
vollstéandig analytisch i$t. Stabilitat liegt vor, wenn die Impulsantwdift) beschrankt ist (und
fur t — oo verschwindet, vgl. Abschnitt.3) oder, bei rationaler Ubertragungsfunktion, alle Pole
von H(s) negative Realteile aufweisen. Speziell fiir quadratisch integrierbaeettdgungsfunk-
tionerr®

2%Was dazu fihrt, daR Real- und Imaginérteil vd(jw) Uiber die Hieerr-Transformation verbunden sind (siehe
Abschnitt1.4).
25psrsevaL’sches Theorem{ap62 2-5], [ , 4.11].
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1. LTI-Systeme

f IH(jw)|?dw = 27rf h2(t) dt < oo (1.27)
sind diese Bedingungen mit Hilfe destPy-Wiener-Kriteriums prufbar | , Theorem XII],
[ ;10-5], [ ,882], [ , 3.22], | ].
f MniHG g, o (1.28)
oo 14+ w?

Die Bedeutung derAey-Wiener-Bedingung liegt unter anderem darin, dal3 es

e sich beilH(jw)| und-In|H(jw)| um die meRbaren GréRen Amplitudengang bzw. Damp-
fungsverlauf (siehe Fu3nofd) handelt und

¢ nicht auf Minimalphasensysteme beschrankt ist, denn bezliglich des Aneplifadges
H(w) = |H(jw)| unterscheiden sich diese nicht von anderen LTI-Systemen (Zerlsgatag
von Bobk, vgl. Formell.26in Abschnitt1.5).

Man kann sich nun fragen, ob stabile, kausale Minimalphasensysteme mhititjiseh-integrier-
barer Ubertragungsfunktion bzw. Impulsantwort (nactv) das RLey-Wiener-Kriterium grund-
séatzlich immer erfiilleff?

Da die UbertragungsfunktioH(s) von solchen LTI-Systemen weder Pole noch Nullstellen in
der rechten-Halbebene (und auch nicht auf derAchse) aufweist, gilt 6< H(w) < co. Unter
dieser Voraussetzung wird die einzige (wesentliche) Singularitat dearitlogus im Koordi-
natenursprung ausgeschlossen und die komplexe Dampiighg —InH(s) € C in der rechten
Halbebene, d. h. fir Re> 0 zu einer analytischen Funktion. Aus der Darstellung des komplexen
Logarithmus

A(s) = —InH(s) = —-In|H(9)| -] «H(9) + 2jkn, keZ

wird ersichtlich, daB IiH(jw)| den Realteil vorA(s) entlang der imaginaren Achse ausmacht.

28Die Frage, ob instabile LTI-Systeme dasuB-Wkner-Kriterium erfiillen stellt sich deshalb nicht, weil deren
Impulsantworth(t) wegen der Pole in der rechten Halbebene nicht quadratisch integrégibakann (vgl. auch
Abschnitt1.3, insbesondere Formél5).
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1.6. Realisierbarkeit

—InH(jw)| = IimOReA(s) = ReA(jw)
Definieren wir nun zwei logarithmische (“Gleichrichter’-) Funktionen fatigermaRien:
InH(w)l  (IH(jw)/>1) InH(w)l  (H({w)I <1)

Ai(w) = A (w) = ;
0 (H(jw)I<1) 0 (IH({w) 2 1)

dann wirdA, (w) immer positiv,A_(w) hingegen stets negativ sein. Mit

[0y, [TAl)y, [TAW),,

o 1+ w? “= oo 1+ w2 @ oo 1+ w?
_ f (w) do — A (w) dot (w) dw
oo 1+ W2 oo 1+ w2 oo 14+ w?

kann man folgende Beweisma@glichkeiten in Betracht ziehen:

1. Sind beide Teilintegrale (Summanden) konvergent, dann wirdalas P/ieNer-Kriterium
bestétigt.

2. Sollte ein Teilintegral und ein Summenintegral konvergent sein, dann smdseandere
Teilintegral auch (und dassB:y-Wiener-Kriterium ist ebenfalls verifiziert).

Nach VoraussetzundlL(27) ist |H(jw)| quadratisch integrierbar, wodurch sich (mit der Unglei-
chungx > In x) folgende Relationen fir die positiven Werte voriHifjw)| ergeben:

oo>‘£:|H(jw)|2dw>2j::A+(w)dw>2f_:A+(wgdw.

l+w

Damit ist die Konvergenz eines Teilintegrals schon nachgewiesen uridtesdich af’, einen
Existenzbeweis fur das (analytisch einfach behandelbare) Summeaintegr

[y, [ g,

o l1+w? o 14+ w?

2"Die Beschranktheit des Teilintegrals far (w) in gleicher Art und Weise wie fiiA, (w) nachzuweisen scheitert
im Wesen daran, daR die Ungleichuftfjw)| > In|H(jw)| nicht hilfreich eingesetzt werden kann (in Beziehung
zur quadratischen Integrierbarkeit viph(jw)| < 1).
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1. LTI-Systeme

Zu erbringen. Dazu gehen wir in die komplegeEbene Uber

[ qorei [ 199 0)|-rel-i [ " A CICES

o 14+ w? oo 1+ W2 S=—joo 1-¢

und zerlegen das rechte Integfaviefolgt:

1 A(9) 1 (1° A®s) 1 (1~ A®s)
ds= - ——ds- = ——ds.
I;J—§ S z[ms+1s 21%3—15
Die beiden Teilintegrale kdnnen nun durch Kurvenintegration auf denklea#iérmigen (rechts
liegendem) Weg nach Abbildurg.5 bestimmt werden. Die Rechnung soll an dieser Stelle je-

doch nicht durchgefiihrt werden, statt dessen die bekanntenriisgelaus der Funktionentheo-
rie zur Anwendung kommen:

e Bei dem rechten Kurvenintegral handelt es sich wegen der PolfreibeifA(s) in der
rechten Halbebene umaGcuy’s IntegralformelD.46in der (rechten) Halbebene fir den
Funktionswertz = 1.

1 (1 A®s) _ Al .

—= ——ds=jrres — =jrA(l

szs-l jmres 2 < jrAL) < oo

¢ Das linke Integral verschwindet nach dem Satz vandgy (D.10) fur Res> 0, denn alle
Pole vonA(s) selbst sowies = -1 liegen in der linken Halbebene.

Einsetzen der letzten beiden Ergebnisse in Zwischenfoim@élzeigt, dal? fir stabile, kausale
Minimalphasensysteme das Integral

I:de:nReA(l):nlan(l)l (1.30)

konvergiert.

28\Wobei wir auch den Imaginarteil des Ausdrucks beriicksichtigem Hehminimalphasigen LTI-Systemen besteht
ein determinierter Zusammenhang zwischen Real- und Imaginarteillmtrgungsfunktion und deshalb auch
zwischen Dampfung und Phase (vgl. Abschhit}).
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2. Tiefpal3filter
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2. Tiefpalsfilter

2.1. Approximation im Frequenzbereich

2.1.1. Approximationsziel

Bei der Annaherung einer Zielfunktion im Frequenzbereich sind im alljmnewei systemtheo-
retische GréRen interessant: die Dampfég) = —20 Iog|H(jw)| sowie der Phasengaf®fw) =
— {H(jw). Fast alle Standard-Tiefpasse beschranken sich dabei auf diergéiige (FcHEBYSCHEFF-
) Approximation des Amplitudengangesl(w) = [H(jw)|, val. [ : , , ,

) ]. Dazu wird Ublicherweise statt der Amplitudencharakteristifw) die charak-
teristische FunktiomD(w) = |D(jw)|, welche auch Drosselung genannt wird, herangezogen. Als
Zusammenhang zwischen beiden Gro3en gilt bekanntlich:

1

H(w) = 2.1)

Es gibt verschiedene Grinde die Drosselung als Zielfunktion zu velevefsiehe auchqU58
, , D):

1. Aus Sicht der technischen Realisierbarkeit sind die EinschrankuingBezug auf die
reellen Kodfizienten des Nenner- und Zahlerpolynoms \@fw) viel schwécher, d. h.
fast jede rationale Funktion ist hier erlagipt , 2.15].

2. Die Drosselung bringt das Filter-Problem einerseits gut zum Aukd/gproximation
der Null-Linie im Durchla3bereich), andererseits kdnnen bekannte matische Losun-
gen (die Ublicherweise Standardintervalle approximieren) relativ probsewdovendet
werden | , 2.9].

3. An Reaktanz- (LC-) Vierpolen, welche allerdings vorwiegend histbesBedeutung ha-
ben, entspricht die Drosselung genau dem Verhaltnis zwischen reflekimd abgege-
bener Ausgangsleistung [e67 2.1].

Far die Verwendung bekannter mathematischer Lésungsfunktioneriaienrgéaligen Appro-
ximation (bezeichnet mij(x)) macht es sich auBerdem gunstig, die Drosselung als Produkt von
g(x) mit einer Konstanten- zu definieren.

insbesondere die Zeitfunktionen Impuls- und Sprungantwort, weloheefschiedene Filtertypen z. B. sehr schén
in[ ] dargestellt sind, werden dann einfach hingenommen.
2|m Gegensatz dazu muR z. B. der Nenner der Ubertragungsfurtkgrimmer ein Hurwitzpolynom sein.
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2.1. Approximation im Frequenzbereich

D(w) = o g(w) (2.2)

In Tabelle2.1 sind nun ausgewahlte Approximationsintervalle bzw. -punkte sowie dienZusa
menhange mit den soeben eingefiihrten GréRen dargelegt.

Tabelle 2.1.: Approximationskenngréf3en

| gw) | Dw) | Hw) | Aw) |
DurchlaBbereich 0 0 1 0
1
1 o 10log(1+0?
1402 ( )
Sperrbereich o0 o0 0 o0

Die Definition von Durchla3- und Sperrbereich beruht auf dem Falg, (tkst) alle konven-
tionellen Standard-Filter den idealen Tiefpald (zumindest stickweisedxapperen. Es wird
deshalb fir den DurchlaRbereich das Intervall @ < wq angenommet) fur den Sperrbereich
ws < w < co. Man erhalt damit ein Tiefpal3-Toleranzschema nach Abbildutgdas aul3erdem
eine maximale (erlaubte) DurchlaR-Dampfuagax und eine minimale Sperr-Dampfudgnin
definiert.

Im Zusammenhang mit der Approximationsfunktion soll noch kurz angenseikt dafl die
Extremstellen der Dampfung sich auf der Grundlage von

A(w) = —20log|H (jw)| = 10log| 1+ D*(w)| = 10log|1+ o?g?(w)|
aus den Nullstellen vog(w) als auch deren Ableitungf(w) zusammensetzen.

dA(w) 10 .20'zg(a)) J(w)
do  IN10 1+02¢%(w)

= gw)Jdw=0,_,

2.1.2. Bestapproximationen

P. L. TscuesyscHerr hat im 19. Jahrhundert mit dem nach ihm benanfarnantensatzlie
grundlegende Bedingung fiir eine Bestapproximation gefunderO; , ] In kur-

3Wobei normalerweise mit normierten Frequenzen gearbeitet unaittesftimalswg = 1 gesetzt wird.
4Gleichbedeutend mit der ForderuBgw) = oo fiir den Sperrbereich ist/D(w) = 0.
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2. Tiefpalsfilter

A/dB

Amin

Durchlaf$bereich N
Sperrbereich

Amax—

Abbildung 2.1.: Tiefpal3-Toleranzfeld

zer Form ist der Inhalt folgender:

Eine Bestapproximatior’ngn(x; Cn»Cn-1,...,C2,C1) der Funktionf(x) im Intervall
[a,b] durch eine Funktion geringster Abweichug(x), d. h. eine Naherung fir die
folgende BcHeByscHerr-Norm gilt:

If — Ohnll, = Max|f(x) —gn(X)| = Min. (2.3)
a<x<b

ist dadurch gekennzeichnet, daf? die Fehlerfunkd{oh= f(x) — gn(X) ann+1 ver-

schiedenen Punktex, (v = 0,1,...,n) alternierend den Were annimmt. Dabei
muf3 der Punkky genau auf den Intervallanfaragund x, auf den Endpunkb fal-

len.

In der Filtertheorie ist die (gesuchte) Funktigngeringster Abweichurfgmeist die Drosselung
D(w). Die zu approximierende Funktiofi(x) kann als Drosselung des (fast) idealen Tiefpal3
verstanden werden.

5Im Sinne der Bestimmung van, . ..., cn, wennn die Dimension des duraly(x) aufgespannten Raumes ist.
Sweitere Normen und FehlermaRe sowie die Beziehung zwischen Fehl&meiuenz- und Zeitbereich fait z. B.
[ ] zusammen.
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2.1. Approximation im Frequenzbereich

f(w)z{o (0<w < wy)

00 (ws < w < )

Genau an dieser Stelle unterscheiden sich nun die Standard-Tiefpésseld dal jeder Typ die
Zielfunktion f (w) in anderen Frequenzbereichen approximiert. Abgesehen davodasligser
Bestapproximationen, welche ja als ZielgrdBgv) verwenden, auch eine in Bezug adtifw).

Der Grund ist in Ausgangsgleichurgl zu finden, welche nur eine direkte Abhangigke{D)

und keine weitere vow enthalt. Aus diesem Grund unterscheiden sich zwar die Fehlerfunktion
&(w) im Wert, nicht aber im alternierenden Verhalten.

Geht man nun von einer Bestapproximation (wie in Abbild@nggetan) aus, dann kann man
den Frequenz-Eckwertesy undws, da es sich um die Randpunkte handelt, die Dampfungswerte
Amin und Amax zuordnen.

Amin = 10log[1+ D?(ws)] Amax = 10log[1+ D?(wg)]

Umgekehrt kann man aus vorgegebenen Dampfungswerten den Skgdifatktoro- bestimmen.

. V10Ann/10—1  V10Am/10-1
~ D(ws) = D(wy)
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2. Tiefpalsfilter

2.2. BurtrerwortH-Tiefpald

2.2.1. Amplitudencharakteristik

Der BurterwortH-Tiefpal3n-ter Ordnung zeichnet sich durch die Amplitudencharakteristik

1
H(w) = ——— (2.4)
V1+02w2
aus | 4 ; ], besitzt also nach Gleichurij1 die Drosselung
D(w) =cw". (2.5)

Da die Kreisfrequena nur in der hdchsten Potenz vorhanden ist, werden solche Systeme auch
Potenzfilter genannt und als maximal fladiezeichnet/f 10 ]. Abbildung 2.2 zeigt
den Amplitudengang nach Formigl fir unterschiedlichen Graal

Mit Hilfe des Parameters- kann die maximale Dampfung im DurchlaBbereishax variiert
werden (vgl. Abschnitp.1.1). Dazu sei von der normierten GrenzfrequeRz= 1 ausgegangen,

bei der
1 1
Alwg) = V1+02 7= VHz(l)_l’ (@g=1)

gilt und deshalb fur die maximale Dampfung:

Amax= —2010gH (wg) = 10log(1+ ), o= V10Anad10_1

In gleicher Art und Weise kann man fiir die minimale Dampfung im Sperrbereich

7Als maximal flach werden Funktionen der Ordnumgezeichnet, deren erste his- 1 -te Ableitung an einer
ausgewabhlten Stelle (hier= 0) verschwinden, dia -te jedoch nicht.
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2.2. BurterworTH- Tiefpal3

Abbildung 2.2.: Amplitudengang dessBrerwortn-Tiefpal

10Amin/10_ 1
Amin = —20|09H(ws) = 10|Og(1+ O_ngn S o= T
S
erhalten, d. h. die charakteristischen GroBgnws, Amax und Amin sind nicht unabhangig von-
einander. Der Uber den Gradestehende Zusammenhang kann durch Gleichsetzen der Bezie-
hungen flro- ausgedriickt werden.

10Ain/10 7 = 2N (10ma/10 1)

Aus dieser Aquivalenz kann der minimale Grad einesmBrworTn-Tiefpal?’ ausgehend von
den charakteristischen Grofl3en abgeleitet werdgn=(1).

10Amin/10_1
l0g +/ Tt

oo (2.6)
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2. Tiefpalsfilter

Oft werden Filter in Bezug auf ihre 3dB-Grenzfrequang = wsgg, d.h. aufH(1) = 1/V2,
dimensioniert. Dann gilir = 1/w§, und fur den Amplitudengang

Hw) = ——— . 2.7)

2.2.2. Polstellen

Die Verteilung der Polstellen eines Filters (in der komplexen Ebene) ist géizlcch immer
interessant, da sie Aufschlisse bezlglich der anderen CharakteristieeAmplitudengang,
Phasengang, usw. zulaft. Dazu gehen wir von der komplexen UhargystgnktionH (jw), in
Verbindung mit der generellen Eigenschidfi(w) = H(jw)H(-jw), aus.

1

H¥ (@) = H{©)H(Ho) = T-——

Der Ubergang in denApLace-Bereich (mit ju = 9) fiihrt zf:

H(9H(-9) = (28)

1+02(s/j™

An den Polstellen vori(s)H(—s) mul3 der Nenner in Gleichurij8verschwinden, was bedeutet:

2n
1+02(J§) -0
SZI’] — (_1)n+10_—2 )

Die komplexen & Wurzeln lassen sich mit Hilfe des Satzes voniMe® sofort angeben:

e
S A (nungerade) -y _o1,...20-1
o | dlk3)i (n gerade)

8Fir kausale, stabile TiefpaRsysteme ist der Ubergang vonaierek zur LapLace-Transformierten immer még-
lich [ 2 9-2]. _
°In seiner Exponentialforrd® = r"é™ mitr = |7 undg = £z
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2.2. BurterworTH- Tiefpal3

Um realisierbare Systeme zu erhalten ordnet manmBnole mit negativem Realtelti(s), die
anderenH(—s) zu. Man erhalt, was sich durch Einsetzen einzelner Weftgcht nachprifen

lait, folgende Polverteilung fur einenvBrerworta-Tiefpall.

s, = — d3d0-3)3

j i2v=1 1
——d"z ", v=212...,n 2.9

Sind insbesondere Real- oder Imaginarteile von Interesse, dann Gtadhung2.9 noch die

EuLer'sche Formel anzuwenden.

Anschaulich liegen alle Pole auf einem Kreis mit Radig/&, was deutlich auch in Abbil-
dung 2.3 zu erkennen ist. AulRerdem zeigt die Darstellung, daf’ einerseits kelaeaffoder

imaginaren Achse liegen und andererseits alle konjugiert komplex auffteten

(b) ngerade it = 6)

(a)nungerader{=5)
Abbildung 2.3.: PN-Verteilung des BrrerworTth-Tiefpald

10Abgesehen von einem reellen Pol fiir ungeraden @rad
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2. Tiefpalsfilter

2.2.3. Polkenngrof3en

Allgemein gelten PolkenngrofRen als geeignet zur Abschéatzung des Sgshettens im Fre-
guenzbereich. Dabei sind es vor allem zwei Gré3en, die entspreBamueutung erlangt haben
— die Polfrequenzug und die Polgiite" Q. Zur Definition bzw. Bestimmung geht man von der
Erkenntnis aus, daR komplexe Pole immer konjugiert auftreten und destuabliinearfaktor-
darstellung vorH(s) paarweise (zur Vermeidung komplexer Grofl3en) zusammengefaldnverd
koénnen.

(s-35)(s-§") = & - 2sRe(s) + RE¥(s) + Im?(s)

Dieses Polynom zweiten Grades (bezlglich denkce-Variable s) kann man auch folgender-
mafien schreiben

wo

(s-s)(s-s) =+ 3

S+ wd, (2.11)

wodurch Polfrequenz und -gute letztlich definiert werden.fRoientenvergleich beider Darstel-
lungen, also

S+ % S+wg = & —2sRe(s) + RE(s) + Im?(s)

fuhrt sofort zur Definition der Polfrequenz als Betragswert der jeweiligen Polstefig

wo = \JREX(s) +Im¥(s) = |s] (2.12)

Die PolgiteQ ist nicht sofort ablesbar, kann aus

1IManchmal wird statt der Polgit@ die Poldampfung (@)1 als MaRzahl herangezogen.
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2.2. BurterworTH- Tiefpal3

©0 = _2ReE)

wo S

"2Re@)  2ReE)
1 Im(s)]* 1
Q:§ l+[Re(§)] _E‘/1+tan?(4§)

aber ohne groReren Aufwand bestimmt werden

Q
Q:

1 1
Q:_mz—ésec@@. (2.13)

Speziell fr einen Brrerworth-Tiefpal gilt deshalb in Bezug auf die Polfrequenzen:

1
= — = konstant

%

wo = |Sy

und Polgute:

2 2 2

Q = leed® 22l M) Liose
" n| 2 2

((21/—1‘%)’ y=12..n. (2.14)

In der letzten Formel ist erkennbar, dal3 die einzelnen PolgQieiir hhere Filterordnung
immer gréRer werden, wobei Pole in der Nahe deAichse die hochsten Giiten aufweisén

2Wobei hier Reg) < 0 vorausgesetzt wurde.
13pole mit dieser Lage reagieren dann im allgemeinen auch viel empfindéich8auelemente-Toleranzen.
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2. Tiefpalsfilter

2.3. TscHeBYscHEFF-Tiefpal}

2.3.1. Amplitudencharakteristik

Der erste Typ des sEneByscherr-Tiefpald ist durch direkte Anwendung descHEBYSCHEFF-
Funktionen erster Art (siehe Anhariyyl) fur die Drosselung gekennzeichnét/g67, )

1.

D(w) = 0 Th(w) (2.15)

Man kann sich auch leicht an Hand der folgenden Definition fiw] davon Uberzeugen,
daf3 die Funktion im Intervall| < 1 eine Bestapproximation der Nullinie (im Sinne von Ab-
schnitt2.1.2 vgl. auch | , 45] oder | , 84]) darstellt, fllw| > 1 aber geger o strebt.

To(w) = cosfarccosw) (lwl <1)

coshparcostw) (lw| > 1)

Dal3 es sich hier wirklich um Polynome in handelt, zeigt die aquivalente Definitionsglei-
chungB.4 fur Ty(x) im AnhangB.2.1.3 Dort sind auch 3chesyscuerr-Polynome bis zum Grad
n =5 sowie ihr Funktionsverlauf (in Abbildung.1) gegeben. Wie spezielle Werte des Funkti-
onsverlaufs von {J(X) sich auf den normierten Amplitudengang nach

Hw) = —— (2.16)

\1+02T2(w)

auswirken, kann (auch mit Ruckblick auf Tabelld) anschaulich Abbildun@.4 entnommen
werden.

Die Grenzfrequenz ist bei diesem TiefpalR-Typ immer normigrt 1, zumindest soweit man
sie als Eckfrequenz entsprechend Tiefpal3-Toleranzfeld in Abbil@uhgieht. Der Amplitu-
dengang hat im DurchlaRbereich eine Welligkeit, welche durch diekyscHerr-Funktion
verursacht wird (vgl. Abbildund3.1). Sie nimmt an den Extremstellen cks(n) alternierend
die Werte+1 an — dazwischen liegen (notwendigerweise) die Nullstellen beilced[(2)x/n].
Kombiniert man beide Ausdriicke, dann erhalt man die Extremstellen des Angpigadgs.
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2.3. TscHEBYSCHEFF- Tiefpal3

1.2

0 +——+—
o . A 2 3 4

€

W, W, 0)3(04

Abbildung 2.4..: Amplitudengang desduesyscherr-Tiefpald Typ |

Vs
wk:cos(k%), k=0,1,2,...,n-1

An diesen Stellen ist(w) nach Tabelle2.1 entweder 1 oder (& 0?)~Y/2 und die Welligkeits
deshalb:

1
Vito?

Wie schon beim Brrerworth-Tiefpald besteht ein determinierter Zusammenhang zwischen der
Grenz- und Sperrfrequenz sowie der minimalen und maximalen Sperrdégpfu

e=1-

Amax = —20logH (wg) = 10log(1+0?), o = V10Amad10_ 1
VIO ]

o _ 2 =
Amin = —20logH (ws) 10|09[1+<T COSH(“arcosms)]’ 7= Coshparcoshus)

Aus diesen Abhangigkeiten kann man durch Gleichsetzen der Ausdiiiickenieder den mi-
nimalen Grad des Filters bestimmen.
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2. Tiefpalsfilter

10°min/10_1
N arcoshy| {emavmo1

2.17
arcoshusg ( )

2.3.2. Polstellen

Um die Verteilung der Polstellen zu bestimmen, gehen wir von der komplexertridpengs-
funktion H?(w) = H(jw)H(-jw) aus

2(w) = H({jw)H(jw) = ————
H(W) = HODH(o) = T

und verallgemeinern dann im Sinne dewlace-Transformationg = s.

H(S)H(—S) = TT%(S/J) .

An den Polstellen mufR der Nenner verschwinden, was heif3t;

0

1+a2Tﬁ(j§)
S S 1
Tn(f) = cos(narcco&.) =+j—. (2.18)
J J o

Wegens = a + jw missen wir davon ausgehen, dalR arcgfsé€ine komplexe Grolze ist. Um
nicht den Uberblick zu verlieren substituieren wie u+jv = Rez+jlm z = arccos§/j) und
notieren als komplexe Gleichung:

cosfiu+jnv) = ijl.
a

Nimmt man das Additionstheorem cgsf ) = cosy cos? — sing sind hinzu, dann sind die
Gleichungen
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2.3. TscHEBYSCHEFF- Tiefpal3

I+

cosfiu+jnv) = cosfiu) cos(nv) — sin(nu) sin(jnv) = %j

|+
1k Qe

cosfiu) coshfv) —jsin(nu) sinh(v) = «j

aquivalent und wir kdnnen die Nullstellenbedingung in Real- und Imagih&egarieren.

cosfiu)coshv) =0 —sin(u)sinh(v) = =

SHES

Der Realteil wird Null, wenn cos) = 0 gilt, was flr Argumenteuy = kr — /2 bzw. Uk =
n(2k—1)/2n der Fall ist. Einsetzen in die imaginare Bedingung fuhrt zu

T

—sin(k:r >

) sinh(v) =

+sinhf@v) = +

SHEEENE

1
= —arsinh— = konstant.
n o

Mit diesen Ergebnissen kehren wir zur Substitutionzzos sk/j zurtick und wenden (wieder)
das komplexe Additionstheorem cas{jv) = cosu coshv—jsinu sinhv an.

Sk =] €COSZk = jCOSUk +]V)
= jcosuy coshv + sinuy sinhv

Einsetzen voru undv ergibt fir die 21 Polstellen der Funktiotd(s)H(-s), getrennt fur Real-
und Imaginarteil:

Resy = sinh( arsmh—) sm(2 > )

2k-1
Im§k:cos)'( arsmh—)cos( > ﬂ)
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2. Tiefpalsfilter

Interpretiert man beide Anteile geometrisch, dann ist zu bemerken, daldllaew einer Ellip-
se"* mit den Halbachsen

(o

(11 1 1
ay = smh(ﬁ arsmh—) WH = cos)—(ﬁ arsmh—) (2.19)
g

liegen (siehe auch Abbildung5). Wegen der fir Hyperbelfunktionen immer geltenden Aqui-
valenz coshv-sint?v = 1 besteht zwischen den Halbachsen die Abhangigkeitsbeziefing

2
af = 1.

(&) nungerader{=5) (b) ngerade it = 6)

Abbildung 2.5.: PN-Verteilung des $cueByscHere-Tiefpal® Typ |

Abschliel3end wéhlen wir die Halfte den Pole, namlich (aus Stabilitdtsgriinden) die mit nega-
tivem Realteil aus, und ordnen gis) zu'®.

C(2v=-1 m\ . 2v-1n
§y_—aHsm( > -ﬁ)+ijCOS( > 'ﬁ)’ yv=12,...,n (2.20)

14Dje Parameterdarstellung der Ellipse lautet acosy, y = bsing, wobeia undb die Halbachsen sind.

15Wobei praktischerweise mit=k—n um-indiziert, das Argument der trigonometrischen Funktionen alserum
verschoben wird.
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2.3. TscHEBYSCHEFF- Tiefpal3

Geschlossene Darstellungen fur die Polfrequenzen und -gUtendabgaus den allgemeinen
Formeln2.12 und 2.13 nehmen bei diesem Filtertyp schon einige Komplexitat an. Deshalb
sollte man sich zu deren Bestimmung entweder mit einer Softwareimplementierangruel
sprechenden Tabellen, wie z. B. in'[/95 Tab. 2.5], behelfen.
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2. Tiefpalsfilter

2.4. Inverser T scHEBYSCHEFF-Tiefpald

2.4.1. Amplitudencharakteristik

Der Tscuesyscherr-Tiefpall vom Typ Il ist ebenfalls eine Anwendung deedesyscrHerr-Funktionen
erster Art — diesmal aber so, dal3 eine Welligkeit im Durchla3bereich véemiesird, dafir
aber Dampfungsminima im Sperrbereich hingenommen werden musseéfd 2.2.1.1]. Aus
mathematischer Sicht handelt es sich um eine Bestapproximation der “Kmstamendlich

fir alle Frequenzen groRer als die SperrfrequenZsiehe auch Abschniz.1.9. Aquivalent
dazu kann man die Forderung formulieren, d#B () im Sperrbereich die Nullinie bestmog-
lich ndhern még®. Weil das (Best-) Approximationsintervall deschesyscrerr-Funktionen im
vorgenannten Sinne aberl, +1] ist, mul eine entsprechende Abbildung auf den Sperrbereich
erfolgert’. Aus diesen logischen Uberlegungen heraus kann man die Drosdeluktgm fiir

den inversen dcuesyscHerr-Tiefpald ableiten.

Th(ws)

P =os i)

(2.21)

Wie D(w) sich auf der Grundlage von Form2ll in einem typischen Dampfungsverlauf dar-
stellt zeigt Abbildung?.6. Die maximale Dampfung im DurchlaRbereich liegt an der normierten
Grenzfrequenzg = 1 und hat den Wert:

Amax = 10log[1+ D*(1)| = 10log(1+?) .

Die minimale Dampfung im Sperrbereich (inklusivg) wird durch die Funktionswertel an
den Extremstellen von,[X) bestimmt (vgl. Anhang3.1).

Amin = 10l0g[1+ D*(ws)| = 10log[1+ ? TA(ws)| = 10log[1+ o2 costf(narcoshws) |

Die zugehdrigenx-Werte liegen bei cokfr/n), also bezlglich f{ws/w) an den Stellens/ coskr/n).
Die immer dazwischen liegenden Dampfungsmaxima werden durch die Nullstelléische-
ByscHEFF-FuUNKktion erzeugt und sind deshalb l&j/ cos[k — 1/2)x/n] lokalisiert. Kombiniert

16Genau dafiir stellen dies@uesyscuere-Funktionen erster Art bekanntlich eine Bestapproximation dar.
17Hier durch geometrische Spiegelung von DurchlaR- und Sperrbargiatie Eckfrequenas.
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2.4. Inversei scHeEBYSCHEFF- Tiefpald

man (wie beim Fcuesyscuerr-Tiefpald vom Typ I) auch hier beide Ausdriicke, so erhélt man die
Frequenzemy nach Abbildung?.6.

T
- k—), k=0,1.2....n-1
Wk wssec( o n

A
(]
Amin oo
Amax oo fo R R R
0 — ; ‘ w
0 1 3 : —» 0
0,0, o, o

Abbildung 2.6.: Dampfungsverlauf deschesyscuerr-Tiefpald Typ Il

Aufgrund der fiirw — o geltenden Tatsache

lim D(w) = o1& _ { 0 (n ungerade)

w0 Ta(@ | 2o Th(ws) (n gerade)

werden praktisch meist Tiefpdsse mit ungeradem Grad bevorzugt.

2.4.2. Nullstellen

Im Gegensatz zum ersten Typ desHdesyscuerr-Tiefpald besitzH(s) hier Nullstellen, die we-
gen der Dampfungsextrema im Sperrbereich sogar aut.déichse liegen missen. Um sie zu
bestimmen bilden wir (wie uiblich) zuerst das Betragsquadrat der UbentgaéunktionH (jw),
gehen dann in denAerace-Bildbereich Giber
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2. Tiefpalsfilter

1 B T% (jws/9)
1+02T¥ws)/ Ta(jws/s)  Ta(iws/s)+0?T(ws)

H(SH(-9) = (2.22)

und setzen den Zahler Null.

)0

Von der Betrachtung der Extremwerte her (vgl. voriger Abschnitt oderalgB.1) ist schon
bekannt, daf? die Nullstellen vor(Kk) bei

« —'w—S—CO 2v-1 n
OV—J§V— 2 n

liegen und deshalb bezigligbei

. 2y—1
§V=stseo( V2 %) v=12,....n-1n. (2.23)

Fur den Fall eines Filters mit ungeradem Grad ist jedoch zu beachteweatgd® cost/2) = 0

die Nullstelle firy = (n+1)/2 im Unendlichen zum Liegen kommt. Aus diesem Grund kann sie
nicht als solche angesehen werden, sondern eher als Hinweis,rdafadales Zahlerpolynoms
von H(s) groRer als der des Nennerpolynomsst

2.4.3. Polstellen

Zur Ermittlung der Pole voiii(s) kann man entweder formal die Polstellenbedingung fir Glei-
chung2.22formulieren oder (was dasselbe ist) den héheren Zusammenhang zwidcisse-
lung und Ubertragungsfunktion nach Form2el beriicksichtigen. Wahlt man letzteren Ansatz,
dann ist sofort erkennbar, daf alle Pole durch die Beziel(sgj) = +j charakterisiert sind.
Nehmen wir also die Drosselungsfunktion dieses Filtertyps nach Gleich@iagind formulie-

ren als Bedingung:

o Tr(ws) = ian(j%) .

18Und damit auch zu einer (theoretisch) unbeschrénkten Dampfurg-fsico fiihrt,
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2.4. Inversei scHeEBYSCHEFF- Tiefpald

Wegen der Ahnlichkeit mit Gleichung@.18des Typ | Tiefpal® substituieren waf = —ws/s und
1/0’ = o0 Tr(ws) und erhalten:

Tn(i) = iji .

Nun steht einer Wiederverwendung der in Abschait 2gewonnenen Ldsung

. [(2v=1 m\ . 2v—-1n
s’xy_—aHsm( > 'ﬁ)+ijCOS( > 'ﬁ) (2.24)

nichts mehr im Wege. Wir ersetzen nur noch die Zwischenvariablen (mit Btncherhalten fur
die Pole®:

w
S, = S v=12,....n

amsin 2v-1 n ion CO 2v—1 x\’
aH 2 n JOH 2 n

sowie die Halbachsen (mitZ, — a2 = 1) der elliptischen Verteilung:
. 1 . 1 .
ay = smh{ﬁ arsmh[a-Tn(ws)]} WH = cosh{ﬁ arsmh[chn(ws)]} . (2.25)

Man verifiziert an Hand der Formeln, dal? die Lage der Polstellen qualitesheltbe wie beim
ersten Typ des skuesyscherr-Tiefpald (siehe Abbildung.5) ist.

1Wobei das Minuszeichen = —-ws/ S, entfallt, wenn man genau die andere Menge der Pole (beiredyscHEFF-
Tiefpal3 Typ 1) vonH(s)H(-s) dem stabilen Systeid(s) zuordnet.
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2. Tiefpalsfilter

2.5. Cauer-Tiefpal3

2.5.1. Amplitudencharakteristik

W. Cauer hat unter anderem das Problem der Bestapproximation des idealer3Fisfpalitudengangs
bzw. der charakteristischen Funktion (Drosselung) in seinen Arbeitiraucht { ]. Da-

bei ist er in wissenschaftlicher Art und Weise von der elektrotechnis&eblemstellung zur
mathematischen Losung gelangt. Wir wollen hier (der Kurze halber) aufrenBtnisse zu den
elliptischen Haupt-Transformationen héherer Ordnung zuriickgréiferelche im Anhang.4
dargestellt sind.

Fur die Drosselungsfunktidd(w) gibt es in der Literatur die verschiedensten Darstellungen p4

, , . , ) 1, welche sich aber immer nur in der Skalierung von
Amplituden- und Frequenzachse unterscheiden. Im Folgenden wadiedetsungsformel@.125
undC.140der ersten elliptischen Haupt-Transformation nach C. Giedsdals Ausgangspunkt
dienen, die grundsatzliche Argumentation sich aber auf Eotli@rerr und dessen drittes Ap-
proximationsproblem stiitzéh

Wir gehen also von den genannten Gleichun@et25und C.140aus und definieren eine Funk-
tion®?

= 1-%
= : kzavz - (nungerade)
Ay y=24,6,. = KX
COx k) = 2 (2.26)
= (ngerade
— = n gerade
2
i AL k2asx?

mit den Kodfizienten

2ODjeser Filtertyp ist eine konsequente Anwendung der elliptischen Tramafmnstheorie, welche schon im
19. Jahrhundert etabliert war.

21soLotarere’s Problemstellung sowie dessen Losungsforfehaben den kleinen Nachteil, daR der DurchlaRRbe-
reich nicht wie tblich am typischen Normierungswegt= 1, sondern bebg = vk enden wiirde. Etwas eleganter
wirden daflr die ReziprozitatsbeziehungeP8und2.29aussehen.

2274 Ehren von W. Guer mit dem Symbol C.
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2.5. Cauer-Tiefpal3

Der Parametek wird das (elliptische) Modul genannt, welches auch haufig als Modubtlink
k = sin® anzutrdfen ist. Der MultiplikatorM ist ein nach FormeC.135(Seite165 berechneter
Vorfaktor. Die zur Berechnung der Kfizienten benétigte Gréfde ist das sogenannte ellipti-
sche Integral erster AKX = K (k) nach AnhangC.2.2 Mit sn wird der elliptische Sinus (vgl.
AnhangC.3) abgekiirzt.

Der Verlauf von CK; k) ist in den AbbildungerC.15und C.17von AnhangC.4, welcher sich
schwerpunktmaf3ig mit den Eigenschaften genau dieser elliptischendmaasibnsfunktion(en)
auseinandersetzt, dargestelltx() ist hier vor allem deshalb von besonderem Interesse, da sie
der Approximationsvorschrift einesaGer-Tiefpald’, ndmlich der gleichmafligen Approximati-
on des Dampfungs- bzw. Amplitudenverlaufs im normierten Frequenzhebe< w < 1 und

ws < w < o0, genau entspricht (vgl.dsorarerr’s drittes Problem in Anhan@?). Wir setzen aus
vorgenannten Grinden die skalierte Funktion)@) als Drosselung an

D(w; K) = rC(w; K). bzw. mitw = J§
n-1 1+ %
D(s; k) = S % (nungerade)
’ M 0L 1+keale?
n-1 1+ %
D(s; k) = — (ngerade)
v=13,5,... 1+ kZaVSZ

und erhalten fur die Amplitudencharakteristik

H(w) = ! . (2.27)

1+ 02C%(w; K)

Mit den ebenfalls aus Anhar@.4 bekannten Werten
. 1. 1
C(Lk) =+1 C(%: k) = -
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2. Tiefpalsfilter

lassen sich die Dampfungswemg,ax und Anin aus dem TiefpaR-Toleranzschema von Abbil-
dung2.1angeben.

Amax=—20logH(1) = 10log| 1 + D(wy; K)| = 10log(1+ %)
1 o2
Anmin = —20logH vl = 10log[1+ D(ws; K)] = 10log| 1+ z

mit

n-1 (n gerade)
n-2 (n ungerade)

1=K" 1—[ srf‘(v%;k)
y=1,35,...

Variation des Parametekszeigt, daR er die Steilheit im Ubergangsbereich & < ws, aber

auch die Welligkeit im Durchla3bereich bzw. Mindestdampfung im Spesitierwesentlich
beeinflu3t. In Abbildung?.7 ist der Dampfungsverlauf einesa@r-Tiefpal® fir geraden und
ungeraden Grad dargestellt.

Bemerkenswert ist in diesem Zusammenhang eine Eigenschaft von Gigietizg welche
ebenfalls der Transformationstheorie (vgl. Forr@eB1 dort) der elliptischen Funktionen von
Jacomr entspringt®.

C(&:K) 1 (2.28)

2.5.2. Null- und Polstellen

Zunachst sei auf eine Konsequenz von Gleich2iiz@im Hinblick auf die Pol- und Nullstellen
der Drosselungf eingegangen. Sie fiihrt sofort zu der SchluRfolgerung, daR dieseunab-
héangig voneinander sind. Setzt man in die Beziehung namlich beispielhafNeitstelle«®
von C(; K) ein, dann gilt:

1
/lC(L(gE/D); k_) = 00,

23In der Literatur findet man meist die For, -wu =1, welche aber andere Approximationsintervalle voraussetzt.
24Nicht aber der vorH(s), weshalb sie mit hochgestellted) gekennzeichnet werden.
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2.5. Cauer-Tiefpal3

0 I w
0 1 1/k —» 0
Wy Ws
(a) Grad geraden(= 6)
A
[o9)
Amin
Amax_. B
0 w
0 1 1/k >
Wy Ws

(b) Grad ungeraden(= 7)

Abbildung 2.7.: Dampfungsverlauf des@r-Tiefpald
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2. Tiefpalsfilter
Folglich muR die linke Seite in Gleichurig28an der Stelle kw einen Polw besitzen.
Der Zusammenhang zwischen den Null- und Polstellen der Dampfung ist fdgedurch

folgende Beziehung charakterisiert:

1
®,,0) — =
W, @, = (2.29)
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2.6. Bessel-Tiefpal3

2.6. Bessel-Tiefpald

Der BesseL- bzw. Taomson-Tiefpald ist vom Syntheseansatz her kein System mit dem Ziel der
Selektion von Frequenzanteilen (wie die vorangegangen Filter), soeter als verzerrungsar-
mes Ubertragungssystem zu verstehen. Approximiert wird dabei digrapengsfunktiorH (s)
eines idealen LTI-Systems bzw. dessen linearen Phasengangg ].

S(t—to) o—e H(9) =50 = glob

Die Verzoégerungszett ignorierend konzentrieren wir uns zuerst auf die Darstellungsmadglich-
keiten der Exponentialfunktion‘elurch Hyperbelfunktionen

" = sinhx+ coshx

und deren Reihenentwicklungen.

1 X2 X3 x5
cothx—COShX— fatate T
T sinhx T 3 x® X

*3te Tt

Bricht man die Reihen flr simhund coshx nun einfach nach einer beschrankten Anzahl von
Gliedern ab, dann

¢ wird wahrscheinlich das Konvergenzverhalten, insbesondere fiteWe 1, unbefriedi-
gend

e und die N&herung fureunter Umstanden kein ttwirz-Polynont® (als Bedingung fur
stabile Systeme) sein.

Besser ist an dieser Stelle eine Kettenbruchentwicklung — mit den vorteiitaftienschaften:

e dald der wahre Wert mit wachsender Anzahl von Gliedern (abwechseim oben und
unten) immer genauer genahert wird

e und (wie noch zu sehen sein wird) der Kettenbruch eine zulassige Sysiidioh repré-
sentiert.

25Ein Polynom, dessen Wurzeln allesamt einen negativen Realteil besitzen.
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2. Tiefpalsfilter

Durch eigene Rechnung oder Verwendung eines geeigneten Nigfeabrks erhalt man aus
der Reihenentwicklung den folgenden Kettenbruch des hyperboliscbemgens:

1
cothx =~ + ————. (2.30)

Bricht man diese Entwicklung naahSchritten ab, so kann man daraus eine rationalen Bruch
cothx ~ P,/Qn bestimmen. Durch vollstandige Induktidrkann verifiziert werden, daR Zahler
und Nenner den Rekursionsformeln

Pn=(2n=1)Py_1+ X°Pn_> Po=1 P_1

Xl—= O

Qn = (20— 1)Qn-1+X°Qn-2 Q=0 Q-1

gehorchen. Berucksichtigt man die Anfangswé§eQo, P_1 undQ_;, dann lassen die Formeln
sofort erkennen, dal3 das Z&hlerpolynBmnur gerade Potenzen vorenthdlt, das Nennerpo-
lynom Q, dagegen alle Ungeraden.

Kommen wir nun zuriick zur Approximation vort and interpretiere®,, und Q, als Naherung
fur Zahler und Nenner in

_ coshx N Pn

~ sinhx ~ Qn

cothx

und in Konsequenz als Summenterme in der Exponentialfunktion

Die Summe (und gleichzeitig Berechnungsvorschrift auf der rechten) ®eiteit man BsseL-
Polynom vom Grach.

26Gleichfalls zum Ziel fiihrt die Anwendung der allgemeinen Formeln fitté¢riiche.
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2.6. Bessel-Tiefpal3
1
Bn(X) = (2n— 1) Br_1(X) + X*Bn_2(X), Bo(x) = 1, B_1(x) =~ (2.31)

Die ersten BsseL-Polynome sind demzufolge

B1(X)=x+1

Bo(X) = X%+ 3x+3

B3(X) = x°+6x° + 15x+ 15

B4(X) = X* +10x3 + 45x2 + 105x + 105.

Mit der so gewonnen Naherung fiif lkann man als Ubertragungsfunktion des verzerrungsarmen
Systems

_ P _ bo
H(S) - Bn(s) - bnsn+"‘+b232+b1$+bo (232)

angeben, wobdip nur zum Zwecke der Normierung adf(0) = 1 hinzugefligt wurde. Da in der
Kettenbruchentwicklung des Quotient®r/Q, nach FormeR.30alle linksseitigen Summan-
den (- 1)/s positive Kodtizienten (21— 1) haben, handelt es sich bei(B) wirklich um ein
Hurwrrz-Polynont’ [ } VIII-15b], [ ,3.1.3], [ , 44.5].

Einen typischen Frequenzgang nach Gleich2id@ zeigt Abbildung2.8. Recht gut zu erkennen
ist dabei der relativ lineare Phasengang, welcher sich im Nullpunkt adsmabflache Gruppen-
bzw. Signallaufzeit prasentiert.

27Ein maximal flacher Phasengang |4Rt sich auch bei Hinzunahme vitstdlan erzielen, wenn man iH(s) =
e ™s/ e (M1)s zahler und Nenner (getrennt) durchsBeL-Polynome approximiert{ud6d.
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2. Tiefpalsfilter

H(w) BE)
1.0 1
0 w 0 w
0 —» 00 0 —» 00
(a) Amplitudengang (b) Phasengang

Abbildung 2.8.: Typischer Frequenzgang einassB.-Filters (h = 4)
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3. Frequenztransformationen

3.1. Einleitung

Aus den TiefpaRRapproximationen kann man durch Transformation deittogasschen Frequenz-
achse relativ leicht Filtertypen wie Hochpal3, Bandpal? oder Bandsgewmnen [ 3

[ , 5.41F], [ y 4], [ ; 66.1]. Geht man be(s) von einer rationalen Funktion
in saus, dann sind die folgenden Substitutionen naheli€gend

Tabelle 3.1.: Frequenztransformationen

Zieltyp S:= jw:= w:=
Tiefpald S 1o d
wo wo wo
Hochpal3 «o 9)—0 e
S jw w
S wo . w WO w  wo
B =+ = = _ = = _ =
andpal3 (wo + S ) ]Q(wo » ) (wo ” )
Bandsperre Sl o woj " —wol ”
Qz+%) | QB-%) | QA2-%)

Die Grol3ewp dient vor allem dem Zweck, eine geeignete Transformation der Grepuefnz(en)

zu erreichen. Man kann sie sich entweder als physikalische Freqdenzimheitenlosen Ska-
lierungsfaktor vorstellen, je nachdem elbei der TiefpaRapproximation als normiert oder ent-
normiert angenommen wird.

Abbildung 3.1 stellt die Frequenztransformationen, insbesondere was die Eckirzsue =
0,1, angeht, im logarithmischen Amplitudengangdar

1Die Transformation in einen Tiefpaf dient nur der Skalierung bzw.c¥éebung der Grenzfrequenz.
2Wobei positive und negative Kreisfrequenzemicht streng unterschieden wurden (da der Amplitudengang eine
gerade Funktion ist).
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3.2. Hochpal3

Hochpald

w

0 (,L)O—>oo

Abbildung 3.1.: Frequenztransformationen

3.2. Hochpal3

3.2.1. Ubertragungsfunktion

Die spezielle konforme Abbildung := wo/s nach Tabelle3.1 (Inversior?) entspricht im Am-
plitudengang einer Spiegelung um die Frequepzwenn man von einer logarithmischen Fre-
guenzachse ausgeht (siehe auch Abbildsuay

Da bei den Standardapproximationen die normierte Grenzfrequenzéivheise zuvg = 1 ge-
wahlt wird, kann mamg = 1 setzen und fir die Ubertragungsfunktion in deEbene schreiben:

Em+ +a }2+a } +
am s > s 1 s ag

1\" 1\2 1 '
bn(g) +"'+b2(§) +b1(§)+b0

Multipliziert man noch den Nenner méf' und den Zahler mig™, so fuihrt dies zu einer Umord-
nung der Ko#izienten.

Hrr(s) =

3Ein Spezialfall der Mmus-Transformatior%ﬂ, welche zu den konformen Abbildungen gehort.
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3. Frequenztransformationen

A/dB

Durchlaf$bereich

Amin-

Sperrbereich

Ama iy /\/

T W
0 Wy —» 00
Abbildung 3.2.: Hochpalf3-Toleranzschema (logarithmigghs wg)
-1,
Hup(s) = ™ as"+a S+ +am-1S+anm 3.1)

bos"+ b1+ +b,_15+by

3.2.2. Pole und Nullstellen

Die Wirkung der Transformation auf die rationale UbertragungsfunktamiriformeB.1korre-
spondiert mit einer bestimmten Verschiebung der Pol- und Nullstellen in derlkrempEbene.
Sehen wir uns dazu die Ubertragungsfunkiit(s) eines TiefpaR’ in Linearfaktordarstellung an.

N IICER
HLP(S):b_"u;
" 1;[1(5_ Sv)

Einsetzen der Substitutisr= s! 1aRt daraus
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3.3. Bandpafl3

m 1
am I:Il(g_§u)
HHP(S)—b_'#n 1
n
—_— SV
1)
[1(1-sg)
_ grm@m #=1
n
b (1-ss)
y=1
m m 1
H %/J H (_ - S)
_grmdm ol el S
- b n n 1
" Is [(Z-9
y=1 v=1 Sy
werden, d. h. :
e Pole und Nullstellen des Tiefpal’’ werden invertiert;
S S
SHP Sp’ SHP S

¢ es entsteht eine neue Nullstelle Iset O mit der Vielfachheih—m;

¢ als Vorfaktor wirkt nun das (komplexe) Produkt aller Pole bzw. Nullstellen

m
[1 su

pu=1

(-1 3,

n
" Ils
y=1

3.3. Bandpal

3.3.1. Ubertragungsfunktion

Ein Bandpalsystem hat typischerweise einen Durchlal3bereich, wsichevonwyg, bis wg,
erstreckt (siehe Abbildung.3).

Aus dem TiefpalR-Amplitudengang IaR3t sich eine solche Charakteristik ahleieaan man die
Transformationsbeziehung (nach Tabé&ll®)
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3. Frequenztransformationen

AldB
[00]
A
<
O
o
3
Amin | (:'26
=
e
o)
a
Sperrbereich Sperrbereich
Amax o e
AVAVLE : w
0 (.0911 Wy, —» 0

Abbildung 3.3.: Bandpal3-Toleranzschema (logarithmiaghs 1)

wp=Q[=E_ L), (3.2)
wo  wep

anwendet. Die Kreisfrequenzy nimmt in diesem Fall die Bedeutung einer Mittenfrequenz an,
Q bezeichnet man als Gute. Die Interpretation ugrwird einsichtig, wenn man Gleichuriy2
folgendermal3en umformt (vgl. auchdp62 7-1]):

2 2
wWgp— Wy (wep— wo)(wpp + wo)

WOWBP WOWBP

wLp =

Um auch fur die Gite€Q eine anschauliche Aussage zu erhalten, wenden wir (nach Vereinfa-
chung flrwp = 1) auf

wLp
wép— —wpp—-1=0

Q

die quadratische Losungsformel (vorerst formal) an:
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3.3. Bandpafl3

2
wLp wLp
WBPy,; = 5 + (z) +1. (3.3)

An Hand der mehr anschaulichen Umformung

e_we) (o e
7 2Q) 20 /\2Q
wird deutlich, dal®) insbesondere auf die Skalierung der Tiefpal3frequgpaind in Folge auf
die Breite des DurchlaRbereichs wirkt.

Was wir beziglich FormeB.3 noch berlcksichtigen mussen ist die Tatsache, dal3 sich Fre-
guenztransformationen sowohl auf positive als auch negative kegiginzen beziehen. Hinzu
kommt, dal’ wegen

“e < (£)2+ 1

2Q 2Q

eine der beiden Frequenzemp in der gewonnenen Ldsungsformel immer negativ wird. Man
darf sich nun insofern nicht tduschen lassen, als das die andededziggeFrequenz (mit glei-
chem Vorzeichen) durch Einsetzen vew p erzeugt wird. Fir den (normierten) Zusammen-
hang zwischew_p undwgp ergibt sich aus diesem Grund letztlich:

2
WBP, = (QZ)—LQP) + az)—g a (3.4)

Jede Frequenz des Tiefpasses wird demzufolge auf zwei neueeReeguabgebildet, die (arith-
metisch) symmetrisch zu dem Wurzelausdroék+ (wLp/2Q)? liegen. Fiir die Abbildung der
Grenzfrequenzg = 1 der normierten Approximationsfunktion bedeutet dies:

N (0 SO S (O 0 S
o0:=\[20) *12 26~ \lag) 1+ 7

und deshalb fiir die geometrische Mittenfrequenz des BanttpaR’

“Bei logarithmischer Abszissegp liegen die beiden Grenzfrequenzen also (geometrisch, d. h/@ wg,) sym-
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3. Frequenztransformationen

Den Sinn,Q als Gutedefinition herzunehmen, unterstreicht folgende Formel fir dielwdb
Bandbreite (bei Mittenfrequenazy = 1):

A(U:wgz—wgl = —=. (36)

3.3.2. Pole und Nullstellen

Was die Transformation der Pol- und Nullstellen angeht, so gilt dafir elierfformel3.4.
Um eine gewisse Geradlinigkeit zu wahren, wahlen wir jedoch den “umstied” Weg und
substituieren in der Produktdarstellung

]i(s— Su)
Hip(9) = 2. =
" 1;[1(5_ Sv)

zuerst die£-Variable zuQ(s+s™).

metrisch zuwg = 1. Aus arithmetischer Sicht (d. h. linearer Frequenzachse) ist deim si¢c denn es gilt:
(wg, +wg,)/2 = V1+(2Q)~2 # 1. Allerdings wird filr GiitenQ > 1/2, welche aus technischer Sicht den Sinn
eines Bandpal?’ darstellen, diese Abweichung vernachlassigbaadodoth (g, + wg,)/2 ~ 1.

5Da Pole und Nullstellen bei der Transformation nach dem gleichen Schéarjade andere Frequenz abgebildet
werden, kann man sie einfach in die Transformationsbeziebyng Q(sgp + sg%,) einsetzen und gelangt sofort

zu:sip = Q(1+ s3p)/Sep.
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3.3. Bandpafl3

Aus jedem Linearfaktor der TiefpaR-Ubertragungsfunktion entspringvegen des quadrati-
schen Auftretens vos in letzter Gleichung) also zwei neue Wurzeln. Die Evaluation erfolgt

durch Nullsetzen eines Faktors (hier beispielhaft an einer Nullstelle) umeeAdung der qua-
dratischen Losungsformel.

SBPL>

_SP ., (2P
~2Q \{2Q

2
) -1, mit sgpSep, =1

Zusammenfassend kann festgestellt werden, dal3:

¢ jede Nullstelle (und sinngemaln jeder Pol) nach

1

SBP:» E (%LP + §Ep - 4Q2)
1

SBP,, = 20 (§LP N 4Q2)

wieder zwei neue Nullstellen hervorbringt, wobei reelle Nullstellen nurrushde Bedin-

gungsp > 2Q auch wieder reelle erzeugen (ansonsten ein konjugiert-komplexes Nullstel-
lenpaar);

e aus einem Tiefpald vom Grakin Bandpal® vom Gradh2wvird (siehe voriger Punkt);
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3. Frequenztransformationen

¢ die Transformation zu einer neuen Nullstedfe> = 0 mit der Vielfachhein—mfuhrt;
e als Vorfaktor nun

am 5-(n-m)

b, Q

wirkt.

3.4. Bandsperre

Zur Bandsperre bleibt nicht soviel zu sagen — vor allem weil sich diesguenztransformation
wegen

SLp = SHP = Q(SB bt )
P= o P St e
als Kombination von BandpalR3- und HochpalR-Transformation erweist€Rfelge beliebig, sie-
he auch anschauliche Darstellung in Abbildihg).

1 1
Sp=—F"> WPp=—"F—"""%
Q(sss+s53) Q(wgé—wss)
Vergleicht man die Substitutionsvorschrift firp mit der fur die Tiefpal3-Bandpal3-Transformation
(nach3.2), so stellt man als Aquivalena,p := a)[é fest. Inversion der Tiefpal3frequengp in
Formel3.4 ergibt aus diesem Grunde fir die Bandsperre:

1)2 1

2Quwip * 2Quwip 37

WBS;, = 1+ (

Fir die aus der Tiefpal3-Frequenge = 1 hervorgegangenen Grenzfrequenzen gilt deshalb:

1\ 1
Wy, = 1+(E) iz—(g, Ao =

Ol
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3.4. Bandsperre

<

Amin o s s s s

D)

Amax

I
0 wg 1 Wy, —» 0
Abbildung 3.4.: Bandsperre-Toleranzschema (logarithmisghs 1)
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A. Algebraische Funktionen

A.1l. Algebraische Funktionen

Algebraische Funktionen verknipfen ein Argumernnit einem Funktionswery so, dafd sie
einer algebraischen Gleichung der Fag(r, y) = 0 genligeng(x, y) enthalt dabei Verkntipfungen
von x undy, die nur Grundrechenarten (algebraisch) sind, also

g0 Y) = Pm(IY™ + Pm-1(Y™H + -+ + P2(X)y? + pL(X)Y + Po(X), (A1)
wobei po, P1,. - . Pm-1, Pm algebraische Polynome ixsind. Firg(x,y) = 0 kann in einfachen
Spezialfallen (z. Bm= 1) eine explizite Losungsformgl= f(x) gegeben werden, die entweder
e ein Polynom (ganzrationale Funktion),
e eine gebrochen rationale Funktion
e oder eine irrationale Funktion ist.

Die beiden ersten Falle werden deshalb rational genannt, weil ein Esgedch Anwendung
endlich vieler (rationaler) Rechenoperationen (Addition, Subtraktiortipikation, Division)
zur Verfligung steht.

A.2. Ganzrationale Funktionen (Polynome)

A.2.1. Definition

Polynome sind ganzrationale Funktionen der Form

n
p(x):anx”+---+a2x2+a1x+ao=zaixi, an#0 (A-2)
i=0

mit (hier reellen) Koéizientena;. Sie werden als normiert bezeichnet, wenn der Leftkdent
a, = 1 ist. Eine nachtréagliche Normierung ist durch Einfihrung eines Vorfakic= a, immer
moglich.

n . n - n-1 )
p(X) :CZ;%XI = KZ;JbiXI = K[x”+zc;bix']
i= I= 1=
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A.2. Ganzrationale Funktionen (Polynome)

Die letzte Form ist vor allem dann von Bedeutung, wenn die Linearfaktstelhing mit Hilfe
dern Nullstellenx; Anwendung finden soll (Hauptsatz der Algebra).

POY = an(X=X2)(X=X2) -+ (X—Xn) = an | |(x=3) (A3)
i=1

A.2.2. Erste Ableitung

Die Ableitung eines Polynoms in Summendarstellung, also aus deffiXerten, ist trivial und
lautet

n n-1
P9 =) iax = ) (k+ Daeax‘.
i=1 k=0

Interessant ist jedoch die Gewinnung der ersten Ableitungo¢gnaus den Nullsteller;. Dazu
geht man von FormeA.3 aus und verwendet (wegen der stérenden Produkte) logarithmische
Differentiation in Verbindung mit der Regjéh x]” = x L.

p'(X)
p(x)

= p(x) dixln [an [ Jo- >gi)l
i=1

"1 d
= p(x) [— |n(X—)§i)]
; dx

1
X=X

= p(X) [In p(x)]’

P'(X) = p(x)

PO)=p) ). (A.4)
i=1

Dieses Ergebnisgibt uns die Moglichkeit die Ableitung eines Polynoms an Stelex; mittels
der Nullstellen zu bestimmen. Fur die Berechnung der Ableitung an einer aistéllen xi
selbst, scheint letzte Formel wegen jiny, p(x)/(X—xk) — 0/0 zuerst ungeeignet. Schreibt man
die ganze Formel aber ausfihrlich und setztx, also

1Das Ergebnis spiegelt an sich nur die Produktregel défefintiation fim Faktoren (von Formeh.3) wieder.
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A. Algebraische Funktionen

P(x) PO - P(x) POy PO%)
= + +oot lim ——+---+ +
Xk—= X1  Xk— X2 X=Xk X = Xi Xk —=Xn-1 Xk~ Xn

i=k
dann ist zu erkennen, dafld
1. wegenp(xk) = 0 alle Summanden mit# k verschwinden und

2. furi =kder Faktorx—x; bzw. x— xx, welcher in Zahler und Nenner vorhanden ist, gekdirzt
werden kann.

Die Ableitung an der Nullstellgx nimmt deshalb folgende einfache Form an:

p0%) = an | [(xe=%).
i=1

ik

A.2.3. Nullstellen

Bei der Linearfaktordarstellung nach FormfeB handelt es sich prinzipiell um den von C. F.
Gauss in seiner Dissertation 1799 erstmals bewiesenen Hauptsatz der Algebra:

Jedes algebraische Polynorten Grades hat genawkomplexe Losungerij ].

Bei Polynomen mit reellen Kdgzienteng; missen diese Nullstellen entweder konjugiert kom-
plex (als Spezialfall imaginér) auftreten oder aber reell sein. Ware #@iedangung nicht er-
fullt, dann wirde Ausmultiplizieren der Produktdarstelluh@ (zur Gewinnung der Summen-
formel A.2) nicht zu reellen Koffizientena; fihren.

Nullstellen eines Polynoms mussen nicht notwendigerweise alle verschigidenfsmals sind
“mehrfache” Nullstellen vorhanden. Dieser Umstand spiegelt sich danerirDdrstellungs-
mdglichkeit als Linearfaktor der Fornx £ x,)™ wieder, in dem die Vielfachheit (Ordnung) der
Nullstelle angibt. Die allgemeine Definition der Vielfachheit einer Nullstelldat aber etwas

mit den Ableitungen vorp(x) an dieser Stelle zu tun. Um diesen Zusammenhang herzustellen
gehen wir davon aus, dgfi§x) in der Form

P(x) = (x—x)"do(x)

vorliegt. Das Polynonp(x) sei normiert und vom Grad—m mit den Nullstellenx; # x, i =
1,...,n—m(ansonsten wan zu erhéhen). Die Ableitung vop(x) ist nach der Produktregel
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A.2. Ganzrationale Funktionen (Polynome)

P’ (%) = m(x— )™ *qo(x) + (x— %)’ (X)
= (x= %)™ M ep(x) + (x— X)do’ ()|

Der rechte Faktor hat ab&rnicht als Nullstelle und kann deshalb mit(x) abgekirzt werden.
Die héheren Ableitungen ergeben sich so rekursiv zu

P = (x=x)™tqu(x)
P’ = (x=%)™20(X)
P = (X=X)dm-1(X)
PV(X) = gm(x)#0

d. h. alle Ableitungen bis zur Ordnumg— 1 verschwinden an der Nullstellg die m-te jedoch
nicht. Diese Aussage stellt eine Verallgemeinerung des Beguer Vielfachheit einer Nullstel-
le dar.

Auch ohne genaue Kenntnis der Nullstellen eines Polynoms kann man andggein den Ko-
effizienten in Summenformel.2 Aussagen zu deren Lage machen. Hier sei nur der Lokalisie-
rungssatz von &cuy erwahnt, weitere findet man z. B. iH4i380, 6.2.2.].

Ist A der Maximalwert der Betrage aller Kfigientena; miti =0,...,n—1, also
A=max(lag|,|aa],laz|...|an-1]), dann sind die Betrage samtlicher Nullstellen kleiner
als

A
1+—.
[an]

An einer Nullstelle gilt bekanntermal3@(x) = 0 und somit

+otax+arx+ag="r(x).

2AuRerdem wird eine Funktion mit solchen Eigenschaften als maximaldiadieser Stelle (hier= x) bezeichnet.
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A. Algebraische Funktionen

Wir bilden nun auf beiden Seiten den Betrag

lanx"| = [r(x)|

und betrachten den Wert var(x)|. Er ist sicherlich dann am gréRten, wenn alle Kagenten
positiv und nahezu dem Weftentsprechen. Aus diesem Grund gilt die Ungleichung

an1X" At +anx+aol < AT+ x4 ]x]+ 1

und gleichbedeutend

Ireof < A(

|lanx"| < A(|>g|n_l+...+

X"+ + x|+ 1)

X

2+|>g|+1).

Die rechte Seite kann man auch als Quotient zweier Polynome darstellen, d. h.

’aan < A|)§'n—_1
M-
Ausklammern vorjx|" fuihrt zu
- k1 1

X{—=1

A———
|an| < -1 <

und damit zu Gucuy’s oberer Grenze flr den Betrag der Nullstellen.

x| <1+ 2
|an|
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A.3. Gebrochen rationale Funktionen

A.3. Gebrochen rationale Funktionen

A.3.1. Definition

Dieser Typ der algebraischen Funktionen ist als Quotient zweier Polyatdkiggbar, wobei das
Nennerpolynom nicht konstant sein darf

m .

.XI

u(X)  amX™+-+apX’+aX+ag an'

V(X)  bpx"+---+box2+bix+by D by
(|

i=0

r(x) =

Die verschiedenen Darstellungsformen der ganzrationalen FunktiarseAlzschnittA.2 las-
sen sich hierbei auf Nenner- und Zahler anwenden, was zu weitenetelungsmoglichkeiten
fuhrt*.

A.3.2. Asymptotisches Verhalten

Abhangig von der Oterenz zwischen dem Grad von Nenner- und Z&hlerpolynom lassen sich
drei Falle in Bezug auf das asymptotischen Verhaltenrg@nhunterscheiden:

1. FUrn> m handelt es sich bai(x) um eine echt gebrochen rationale Funktion mit der
Eigenschatft lim,. r(x) = 0. Solche Funktionen kénnen mit Hilfe ihreiPole und deren
jeweiliger Vielfachheitm; in einen Partialbruch wiefolgt entwickelt werden:

Ci
00= 2, 5ogm

2. Im Fallm> n gilt: limy_r(x) = co und man spricht von einetm— n fachen Pol im
Unendlichen.

3. Sollte jedochnh = m gelten, dann néhert siatf{x) im Unendlichen dem Werd,/by. Ei-
ne Partialbruchzerlegung ist in diesem Fall ebenfalls mdglich, allerdingsvorh@r die
Konstantea, /b, abgespalten werden.

3Sonst wiirde es sich um eine ganzrationale Funktion handeln.
4Den Spezialfallr(x) = g)f—j:g bezeichnet man als gebrochen-lineare Funktion, im Komplexen aud¥l Glss-
Transformation.
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A. Algebraische Funktionen

an
PR BT I
VR V™ BT T W9

Dadurch erhalt man ein Zahlerpolynam(x) vom Gradn- 1, dessen hdchstwertiger Ko-
effizient also verschwindet.

uy(x) = u(x) - %V(X)

A.3.3. Erste Ableitung
Die erste Ableitung kann ganz allgemein mit Hilfe der Quotientenregel

U (YV(X) — u(x)v'(x)
v(x) ’

r'(x) =

(A.5)

gefolgt von Einsetzen der Ableitungsformeln fir Polynome, ermittelt werden

Unter anderem kann man auch wieder (ausgehend von Nullstellen unol) Plele Weg der
logarithmischen Oterentiation beschreiten. Dazu sei von den Polynomreh und v(x) und
deren Linearfaktorzerlegung ausgegangen.

u(x) = am [ [(x=>) V() =bn [ Jx=x)
i=1 =1

Einsetzen der Ableitungsform@él.4 fiir Polynome in die Quotientenregal5, sowie nachfol-
gendes Kurzen vow(x), fuhrt zu

m n

r'(x) =r(x) amZ X_lx. _b"Z x—1X|
Xi -1

i=1
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B. TscHEBYSCHEFF-FUNnKtionen

B.1. Einleitung

Dieser Typ von Funktionen wurde insbesondere durch PstueByscHerr im Zusammenhang
mit Approximationsproblemen untersuchts07, : , ]. Eine verstandliche
Einfiihrung in diese Funktionérenthalten z.B. If , ] sowie [ ], Ubersichtliche
Zusammenfassungen der Beziehungen untereinander bzw. zu rarspemellen Funktionen
enthalt | ], numerische Aspekte werden iR ] behandelt.

B.2. TscHEBYSCHEFF-Funktionen erster Art

B.2.1. Definition
B.2.1.1. Analytische Darstellung

Die TscuesyscuerF'sche Funktion erster Art (x) ist definiert als

Th(X) = cosfarccox) . (B.1)

Wegen cos(p) = coshp geht T, fur |x| > 1 in

Tn(X) = coshfarcoslx)

uber.

B.2.1.2. Parameterdarstellung

Nimmt man die Substitutionen

Tn(X) = cosfp), X = COSyp, XeR, X <1 (B.2)

in Ausgangsgleichung.1 vor, dann erhalt man fur,[x) eine Parameterdarstellung durch tran-
szendente Funktionen. Weprvon —rr/2 nach+r/2 lauft, dann bewegt sickvon —1 nach+1

IMeist sehr stark konzentriert auf diechiesyscrerr-Funktionen erster Art.
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B.2. TscHEBYSCHEFE-FUnKktionen erster Art

undy alterniert im gleichen Intervall. Andere Werte fiirdie aul3erhalb des Intervalls, +1]
liegen, erh&lt man, wenn der Parametémaginar wird. Fiir diesen Fall gilt

Th(X) = cosh@ly), X = coshy|, X€eR, x| > 1 (B.3)

B.2.1.3. Rekursive (algebraische) Darstellung

Die TscueByscHerr'schen Funktionen haben eine ganz bemerkenswerte Eigenschafsindie
(rekursiv) als algebraische Polynomexidarstellbat.

Tn(X) = 2XTn-1(X) = Th-2(X) (B.4)

Die Rekursionsformel kann ausgehend von der Ordmund und unter Zuhilfenahme des Ad-
ditionstheoremes cas B) = cosw cosB — sina sing abgeleitet werden.

The1(X) = cog(n+ 1)¢]
= cosfip +¢)
= cosfip) cosy — sin(ny) sing

= XTn(X) — sin(ny) sing

Mit der trigonometrischen Multiplikationsformel sirsing = [cosg —B) — cosg +5)] /2 ergibt
sich weiter

The1(X) = XTn(X) — sin(ng) sing
2Th1(X) = 2XTn(X) — cos[(n—1)p] + cos[(n+ 1)¢]
2Tnea(X) = 2XTn(X) = Tn-2(X) + Tne2(X)

Tne1(¥) = 2XTn() = Tn-1(X)

2Denn fiir imaginéres Argument geht der Cosinus ja bekanntlich in dipretsende Hyperbelfunktion iber, d. h.

cos(jlgl) = coshigl.
3Aus diesem Grund wird haufig auch der Béydier Tscuesyscuers-Polynome verwendet.
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B. TscHEBYSCHEFF-FUNnKtionen

was nach Umindizierung Gleichurigy4 beweist.

Die Anfangswerte fiin = 0,1 ergeben sich direkt aus Definitionsgleichuhg.

To(X) =1, Ti(X) =X

Exemplarisch sind hier noch die nachsten Polynome aufgéfiihrt

To(X) = 2x° -1

Ta(X) = 4x% - 3x

Ta(x) =8x*-8x%+1
Ts(X) = 16x° — 20x° + 5x

Aus Rekursionsformds.4 ist aul3erdem erkennbar, daf? das PolyneixjTden Grach besitzt.

B.2.1.4. Irrationale Darstellung

Eine weitere Form der sEuesyscuerF'schen Funktion F(x) kann man aus der Parameterbe-
ziehungB.2 erhalten, wenn man diedcer’'schen Formeln der trigonometrischen Funktionen
anwendet.

@ 4 gine
2
_ (cosp +jsing)" + (cosp —jsing)"

2
_ (cosp + y/coFp—1)"+(cosp— coFp—1)"
- 2

Tn(X) = cosp =

(x+ Vo2 —1)"+ (x— V>2—1)"

Tn(X) = 2

(B.5)

“Weitere Polynome bia = 12 kann man z. B. inffS72, Tab. 22.3] finden.
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Aus FormelB.5 kann auch der LeitkdBzient, also der Kofzient vor x", bestimmt werdeh
Dazu geht man von der allgemeinen Formel fir ein algebraisches Polymom a

n
Ta(0) = ) &
k=0

und bildet einen Grenzwert wiefolgt:

k
2 X
. Th(X . k=0
lim n(¥) _ l
X—o00 Xn X—o00 Xn
n
=) lim aex<"
X—00
k=0

Umstellen und Zuhilfenahme der irrationalen Darstelléngliefert den Wert des Ka@zienten
an.

an= fim 7
_ i X* V2 - 1)+ (x—= V2 -1
X—00 2xn
- %im(u W)M%m(l— Vi—x1yn
an=2""

B.2.2. Spezielle Werte

Die folgenden Werte ergeben sich direkt aus Definitionsgleicliutg

SDer Wert des Leitkoiizienten ist auch direkt aus der rekursiven DarstellBrgzu entnehmen.
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+1 n=0,24,..)
Tn(—l) =

-1 (n=1,35,..)

+1  (n=0,48..)
Ta0)=7-1 (=26,10..)
0 (n=1,35,.)

Th(1)=1

B.2.3. Funktionsverlauf

Die TscueByscHErr'SChe Funktion F(X) ist fir geraden Grad auch eine gerade Funktion, fur
ungeraden Grad eine ungerade Funktion.

Tn(—X) = cognarccos{£x)]
= cogn(arccox—r)]
= cosfarccox— nr)

Tn(=X) = (-1)"cosfparccox) = (-=1)" Tx(X) (B.6)

Die Form des Polynoms kann deshalb folgendermalien angenommen werden

n/2
> ox (n=0,2,4,..)
Ta(¥) =4 012 (B.7)
X Y ox¥ (n=1,35,..)
k=0

Der Funktionsverlauf von J(x) ist flr einige Werten in AbbildungB.1 dargestellt.

Die Funktionen F(x) approximieren im Intervall{1, +1] fuir eine gegebene Ordnung die Nul-
linie gleichmaRi§. AuRerdem bilden die sEnesyscuerr'schen Funktionen ein sogenanntes Or-

6Die Funktion Ta(x) erfiillt im Sinne der gleichmaRigen Approximatityh— gnll., = min die Zielfunktiong(x) = 0.
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-1 -0.5 0 +0.5 +1

Abbildung B.1.: scueByscHerr-Funktionen T,(X)

thogonalsysteryy welches fiim > 0 durch die Beziehung

2 (L Ta() Tm(X) 0 (h#m)
6nm = — S dX =
TJor V1= 1 (h=m)
gekennzeichnet ist{H92, 1.2.3.], | , 22.5]. Beweisen laf3t sich diese Relation ausgehend

von der ParameterdarstelluBg? und der Ableitungix/dy = —sing = — V1- x2, wenn man das
Integral folgendermaf3en schreibt:

2 (T Tm(®) 2 (7
;j:l ﬁdx_;ﬁ cosfip) cosfry) dy .

Durch Erweiterung des Integrationsintervalls auf[+x] erhalt man ein bekanntes (vollstandi-
ges) trigonometrisches Integral.

"Orthogonale Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei der stetigen Appaticim im Mittel (Gauss-
Approximation), denn sie ermdglichen die einfache Berechnung deffikienten fur die Naherungsfunkti-
on [ : 1
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B. TscHEBYSCHEFF-FUNnKtionen

2 (MTa()Tm(®) 1/ _
;J:l ﬁdx_ ﬂincosh¢)COSW)d¢—6mn

Die rechte Seite der letzten Gleichung enthélt das sogenamotedker-Symbol

0 (n+m)

(5mn=

1 (n:m)'

B.2.4. Nullstellen

Die Nullstellenxy sind leicht aus der (reellen) ParameterdarstellBriyvon Ty(X) zu bestim-
mert.

Damit gilt fiir i

Xk = COSpk

o)

N\~
Xk =cos|{k—=]—|, k=1,2,....n-1,n. B.8
o= co(k- 37| ©8)
Die Einschrankung des WertebereichesKist an dieser Stelle sinnvoll, da sich wegen der Pe-
riodizitat des Cosinus sonst Werte firwiederholen wiirdeh Bei ungeradem Graa existiert
eine Nullstellex, = O fir den Indexk = (n+1)/2.

8Imaginare (oder komplexe) Nullstellen existieren nicht, 4§ = coshfarcoshx|) die x-Achse niemals schnei-
det.

9Die Anzahl der Nullstellen deckt sich auBerdem ausgezeichnet mit dewhrGdes Polynoms {(x) in Glei-
chungB.4.
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) s X %y %
(@n=6 (b)n=5

Abbildung B.2.: NullstellenverteilungNyp = 7/n)

BetragsmaRig wiederholen sich also die Nullstellen wiedan Symmetriepunkin 1)/2 tUber-
bzw. unterschreitet, vgl. Abbildurig.2 und | ]. Dieser Fakt kann auch durch die Beziehung
Xn-k+1 = —Xk ausgedrickt werden.

e zesdroe);
et
i

= _)gk

Die Linearfaktordarstellung des Polynomg(X) kann mit dieser Erkenntnis und dem schon
bekannten Leitkoizienten 2-1 vereinfacht werden. Dazu sei zuerst von ungeradem @Grad
ausgegangen.

Tn(x) = 2" l—[(x— XK)
k=1

(n-1)/2

=20 [ ] =000+ %)

k=1
(n-1)/2

=2V | | 0¢-xg)

k=1
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Fur gerades gilt

n/2
Ta() = 2" [ [0E-)).
k=1

B.2.5. Erste Ableitung

Die erste Ableitung ist zum Beispiel aus der Parameterférazu gewinner.

Mit der (in gleicher Art und Weise gewonnenen) Ableitung yamach dem Parameter

ﬂ = —nsin(ny)

de
= —n4/1-co(ny)
=-n4/1-y?

ergibt sich T,(x) zu

10Noch einfacher ist die Anwendung der Kettenregel auf die analytisanst&lungs. 1.
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Th0 = 2
nyl-y? . 1-T2(x)
Vi  \V1-T3x)

n+/1-cog(narcco)

V1-x2
nsin(narccos)
V1-x2
nsin(narccos)

(B.9)

Die Extremwerte liegenféensichtlich bei cosgr/n) wobei T,(X) an diesen Stellen abwechselnd
die Werte+1 annimmt. In Polynomform kann man die Ableitung vog(X) recht einfach aus
FormelB.7 gewinnen.

n/2
2x Y, koox@k-1) (n=0,2,4,...)
Th(¥) =1 (0572 (B.11)
> (2k+1)cex® (n=1,3,5,..)
k=0

Ahnlich wie Ty, ist auch T,(x) in Abhangigkeit vom eine gerade oder eine ungerade Funktion.

nsin[narccos{X)]
sin[arccos{X)]

_ nsin[n(arccox - )]

~ sin(arccox—n)

_nsin(harccos< - nr)

~ sin(arccos)

TH(-X) =

n(-1)"1sin(harcco)
sin(arccos)

Th(=X) = = (D)™ TH(0) (B.12)
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B.2.6. Differentialgleichung

Mit den ersten Ableitungen nach dem Parametd&ann man durch Gleichsetzen mip dlie

folgende Diferentialgleichungt entwickeln | , 45], [ , 84].
do = — dx __ dy
Vo2  nyi-y?
dy  dx
nVi-y2 Vi-x@
(1= [THX) = n?[1- T3] (B.13)

Sie wird durch die ¥cuesyscuerr-Polynome {i(X) = X, axxX erfillt, deren Kodfizientenay
entweder

e rekursiv durch Anwendung von Gleichuigs,

e durch Berechnung der Nullstellen nach FormBeB gefolgt von Ausmultiplizieren der
Linearfaktordarstellung AX) = 2" [Tr_; (X— Xk);

e oder aber durch Lésung des sich aus deffdbéntialgleichung3.13 ergebenden Glei-
chungssystems

bestimmt werden kdénnen.

B.3. TscHEBYSCHEFF-Funktionen zweiter Art

Die TscHeBYScHEFF-Funktion zweiter Art ist definiert durch

sin[(n+1)arccos

Un() = sin(arccos)

(B.14)

Vergleich mit FormelB.10 zeigt, daf} es sich bei (k) um die erste Ableitung der Funktion
Trr1(X) handelt.

11Dje gleiche Diferentialgleichung ergibt sich, wenn mae: sinu = cos{i—x/2) undy = cos p(u—r/2)] substitu-
iert. AulRerdem steckt dieser Ansatz schon implizit in Gleichariy

12pjie Bestimmung der Kd#izienten aus der Herentialgleichung ist wohl eher ein theoretischer Weg. Praktisch
wird fast immer die Rekursionsformgl.4 oder aber eine geschlossene Losungsformel (die hier nicht abgeleite
wurde, vgl. | , §4.2.]) zur Anwendung kommen.
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B.3. TscHEBYSCHEFF-Funktionen zweiter Art
1 _,
Un(¥) = 5 Tha

Es handelt sich bei diesen Funktionen ebenfalls um orthogonale Polydameach folgender
Formel auch rekursiv beschrieben werden kdnnen.

Un(X) = 2XUn_1(X) — Un_2(X)

2

A}

In AbbildungB.3 ist der Verlauf von J(X) fur unterschiedlichen Graadargestellit.

T
1
R
1
i

L,
AN Us U, Us U,
1 .
O —

-0.5

! I
+0.5
Abbildung B.3.: scueByscHErr-Funktionen W (x)

Weitere Informationen zu dieser zweiten Art voscHesyscHErFr-Funktionen kann man z. B.
in[ [ ] oder | ] nachlesen.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

C.1. Einleitung

Dieser Teil behandelt grundlegende Eigenschaften des vollstandigennvollstandigen el-
liptischen Integrals erster Art sowie detcdsrschen elliptischen Funktionen. Leider ist die
(fir den Ingenieur zumutbare) deutschsprachige Literatur zu diesemd&n nicht unbedingt
zahlreich, so dal sich viele Quellenverweise auf altere oder englischsgpe Werke bezie-
hen! Als Ubersichten sind hier vor allem/\[ ) ] und nattrlich [ ] zu nennen,
weitere Tafeln und ansprechende Abbildungen enthalt z. B=57. AusschlieBlich diesem
speziellen Thema widmen sici¢h7q, [ ] und (nebst einer Einfihrung in die Funk-
tionentheorie) auch-Hur0(. Weitere Details mit einer Unmenge von Formeln findet man un-
ter anderem in( ] und [ ]. Alle diese Quellen befassen sich (in unterschiedlicher
Tiefe) auch mit der Transformationstheorie der elliptischen Funktioneri{dn {4 wird von
doppelt-periodischen Funktionen im Allgemeinen ausgegangen. Nich¢érgessen seien au-
BerdemJac2gbzw. [ ] sowie [ ], welche als Ursprungswerke anzusehen sind.

Alle im weiteren dargelegten Beweise stlitzen sich fast ausschlief3lich sugkdanten Grund-
regeln der hoheren Mathematik und sollten deshalb fiir Ingenieure tebbniSachrichtungen
nachvollziehbar sein.

C.2. Elliptische Integrale

Elliptische Integrale sind Integrale der Forer(W, x)dx, wobeiR eine rationale Funktion von
w und x, w? dagegen eine kubische oder biquadratische Funktiorxisi® Alle diese Parame-
terintegrale lassen sich auf drei Grundformen reduzieren, die maredaske’'sche Normalin-
tegral erster Art kg; k), zweiter Art E(p; k) und dritter ArtTI(; k; n) nennt | , 17.4.4111],

[ 1,83, [ , 11-6, 8§ 2].

lEinige der zitierten Biicher sind dafiir aber als Online-Ausgabe derz&smthen Nationalbibliothek
http://gallica.bnf. fr im Internet einsehbar.

2Inshesondere wurde auf die Einfiihrung der Theta- sowigstfraRR’schen Funktionen, welche von vielen Auto-
ren gern zur eleganten Beweisfuhrung verwendet werden, veerigiehe z. B. inlf Jund [ .

3Diese Integrale haben ihren Namen wegen der Rolle, die sie bei destBereg von EllipsengréRen (insbesondere
der Bogenlange) spielen.
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C.2. Elliptische Integrale

O dg
Feik= [ N
E(e; k)=f0¢ \J1-K2sit ¢ dgp

P

(e ki) = Y
O (1+nsirte) J1-K2sint¢

Der allen gemeinsame Paramédtavird Modul genannt. Aul3erdem ist mit

K = V1-k2 (C.1)

ein komplementares Modul definiert. Als hilfreich erweisen sich in vielen Fallem die bino-
mischen Darstellungen des Moduls.

K2 = (1-K)(1+K) K2 =(1-K)/(1+K) (C.2)

C.2.1. Unvollstandiges elliptisches Integral erster Art
C.2.1.1. Definition

Lecenore'sche Normalform  Das unvollstandige elliptische Integral erster Art ist in seiner
Lecenpre-Form folgendermal3en definiert

(C.3)

(Y ds
F(so,k)—fo—m,

wobei mitk das Modul undp die Amplitude bezeichnet wird.
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Jacosi-Form  Mit der Substitutiort = sing in GleichungC.3gelangt man zu der von C.G.4-J
coBi bevorzugten Form.

X = Sing (C.49)

X dt
5 k —
A fo JA-)I-Kd)

Beweis. Einsetzen der Substitution sowie der Ableitunifdd = cosg in DefinitionsgleichungC.3
fuhrt sofort zum Ergebnis

Sing

Feil= [ &
920 cosp 4|1 k2sir? ¢
dt

0 JI-H1-K)

O

Um im weiteren die Eindeutigkeit zu gewéhrleisten und auRerdem eine linf&ehreibweise
des Integrals bei Verwendung des Argumentes erhalten, soll auBerdem definiert sein:

(C.5)

x dt
1K) = :
sl fo Ja-1)(1-KR)

RiemanN'sche Normalform Eine weitere, heute nicht mehr so gelaufige Form, ist die R
manN'sche Form. Sie kommt zustande, wenn man in deorl'schen Darstellung nach Glei-
chungC.5den Termt? = ¢ substituiert. Mit dem zugehérigen fBérential & = 2tdt ergibt sich
SO

1 VX de
F(x; k) = = -
59=32 ) E(1-8)(1-K%)

und letztlich (die nicht besonders gekennzeichneteyRn'sche Normalform des Integrals.

g
f VE(L-6)(1-K¢)
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Gauss-Form  Eine von C.F. Guss intensiv verwendete Form des elliptischen Integrals erster
Art* ist

W
f d = }F(so; K), w = btang (C.6)
0

(tP+a?)(t2+b%) @

mit dem Modul

k= 1-(9)2 (C.7)

(C.8)

Beweis.Um dieses Integral auf (k) zurtickzufiihren, wird zuerst eine passende Substitution
nach [ , 17.4.41ff.] gewahlt

tang = % (C.9)

und dann mit Hilfe von (tan)’ = 1+ tarf ¢ = cos?¢ die Ableitung d/d¢ gebildet.

at b
% = b(l+tar?¢) = E

Einsetzen in das Ausgangsintegral ergibt

w dt e do
fo \/m_fo \/a200§¢+b23in2¢
:}fw d¢
8o J1-(1-

b2/a2) sir? ¢ '

(C.10)

“\Weitere Integrale dieser Art, die alle Vorzeichenkombinationen der Suntbemaabdecken, sind inAf
17.4.411f] zu finden.
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Vergleich mit FormelC.3 zeigt, daf’ es sich hier um das unbestimmte elliptische Integral erster
Art a~1F(p; k) handel? O

Lecenpre’'sche Normalform mit Modulwinkel Manchmal wird das elliptische Integral erster
Art auch Uber den sogenannten Modulwin®elmit k = sin®, angegebehf.

¢ do
F(p; @) =
fo \J1-sirf@sirf ¢

C.2.1.2. Spezielle Werte
Der Funktionswert flip = 0 ist trivial und direkt aus Definitionsgleichurigy3 ersichtlich.

F(O;k)=0

Fir¢ = /2 entartet die Funktion zum vollstandigen elliptischen Integral erster g}, Kvobei
k dann die Rolle des Arguments Ubernimmt (vgl. Absch@i2.?.

= K(K) (C.11)

pog_ [P d¢
" fo J1-k2sird¢

Der Funktionswert bep = 7 ergibt sich auf dieser Grundlage zu g4

5Ein Vergleich mit Formel.5fiihrt zur Relatiorw = bx(1— x2)~1/2,
6Diese Schreibweise ist in der elektrischen Filtertheorie recht verbraitet]], [ ].
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Beweis.

Fr; K) = f 0
0 J1-K2sirt¢
e
= B —— -
0 J1-K2sirtg Yz J1-IK2sirte

S KK - f ’ o
0 J1-Iesir(p+n)
= 2K (k)
i
C.2.1.3. Spezielle Module
Fir spezielle Module sind geschlossene Losungen des Integrals moglich.
12
Fei0)= [ o=y (€12)
A A I 3 o ‘
Flo: 1)_fO C03¢_fo seapd¢_ln‘tan(2+4) (C.13)

C.2.1.4. Funktionsverlauf

Zuerst sei auf Abbildung.1 verwiesen, die kf; k) im Intervall 0< ¢ < /2 darstellt. Relativ
leicht nachzuweisen ist, dal3g4:K) eine ungerade Funktion ist.

Beweis. Mit der Substitution-¢ = ¢ in der Definitionsgleichung des Integrals kann man schnell
beweisen, dal3 F; k) = —F(¢; K) gilt.

=-F(e: k)

L —wd—qj: T
Feik ﬁm jjm
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2.0 F(¢; 0.9)
F(¢; 0.5).
LU F($:0.0)
1.0 e
‘;.},"V
0 T
0 4 2

Abbildung C.1.: Fg; K) fir verschiedene Modulle

F(y; K) ist fur alle eine monoton steigende Funktion. Die Begriindung liegt in Gleicliumg
der ersten Ableitung von (k). Fur kleine Wertek gilt F(p; k) ~ 72r‘PK (K), was sich direkt aus
Abbildung C.1ablesen IaRt, wenn man auf3erdem Gleich@Qridl beriicksichtigt.

Eine besondere Bedeutung im Zusammenhang mit den elliptischen Funktidrsah(ittC.3)
hat folgende Relation, die auch in Abbildu@g2 erkennbar ist.

F(e +nm; K) = F(p; K) + 2nK (K) (C.14)
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8K

7K |
6K
5K 1
4K
3K 1

7] G IR 1

0 ; v ; T ‘ T ‘
0 T 2m 3n 4an
Abbildung C.2.: Fg; k) im Intervall 0< ¢ < 4r

Beweis. Sie ergibt sich, wenn man mit= 1 beginnt und dann iterativ fortsetzt.

R A
:fﬁ W
7 \J1-K2si(y + )
:fd—W_f_”d—W
0 Ji-kesity Y0 1-kesity

= F(g; K) + F(m; k)
= F(g; k) + 2K (K) (C.15)

O

AuRBerdem ist Gleichun@.14eine logische Schluf3folgerung, wenn man wie gewohnt das Inte-
gral als Flache unter der periodischen Kurve i&sir? ¢)~Y/2 interpretiert (vgl. Abbildung:.3).

Aus der zweiten Ableitung nach Gleichufyl7und dem Funktionsverlauf entsprechend Ab-
bildungC.2ist ersichtlich, daf’ die Wendepunkte beir/2 mitv € Z liegen.

95



C. Elliptische Integrale und Funktionen

1.5

0.5+

0 ‘ T ‘ T ‘ T
=21 -Tt 0 T 21

Abbildung C.3.: Funktionsverlauf des Integrander K& sir ¢)~1/2

C.2.1.5. Erste Ableitung

Das Diferential von Fg; k) ist nach dem Hauptsatz derfRirential- und Integralrechnung

F (e K = __t (C.16)
J1-K2sirf o
C.2.1.6. Zweite Ableitung
Nochmaliges Diferenzieren der ersten Ableitun{(§; k) ergibt
F’(¢: K) = —%(1— k2sir? )~ (—2k2 sing cosy)
k2
= EF’(go; K)sin2p . (C.17)

TE R de = F(%)
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C.2.1.7. Imaginare Argumente

Fur imaginare Argumente entartet das unvollstandige elliptische Integral zu

F(j¢; k) = jF [arctan(sink); K] . (C.18)

Beweis. Einsetzen des imaginédren Arguments im Sinne genjé in DefinitionsgleichundC.3
fuhrt zu

FE: ) = f
0 J1-@- k’z)sngb
Mit der (im Intervall|¢| < 7r/2) eindeutigen Substitution
sing = jtand (C.19)

und deren Ableitungel/dd = j/ cosg kann man das Mhierential &/ /1 - k2sir? ¢ relativ einfach
mit Hilfe des komplementdren Moduks ausdriickef.

|:( - k) fsinrp:sin«p de
P K= |
sing=0 cogp \/ 1+(1-k?)taro

~ [itane=sin do
:Jf
@0 Jeo@ g+ (1-Kk?)sife

arctan(sink) do
= f % (C.20)

V1-kZsirte

Schreibt man die rechte Seite von Gleichunid 8 mit Hilfe der Gubermann-Funktion gdf =
arctan(sinl), dann gilt entsprechend:

8GleichungC.19stellt im Prinzip dcosr's imaginére Transformation dar.
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F(¢& K =jF(gdé; k) .

C.2.2. Vollstandiges elliptisches Integral erster Art
C.2.2.1. Definition

Das vollstandige elliptische Integral erster Art wird meist in den folgenderFrmen, die sich
durch die Art des Arguments unterscheiden, angegeben:

! dt
K (K) = , 0<k<1 c.21
® fo (1-D)(1-K1) == (c.21)
K(m):fl a , 0<m<1 (C.22)
0 V(@A-t3)(1-mt)

:fl dt n
o Ja-B)a-sity) 2

K(®) (C.23)

Haufig ist auch die Darstellung in deedenore’schen Normalform nach Gleichur@.24, die
sich wieder mit der Substitutian= sing aus Definitionsgleichun@.21ergibt.

I
K(k)_j; oy (C.24)
Von Bedeutung ist auch das komplementére elliptische Intedral K
K =K (K) = K(ﬂ) (C.25)
C.2.2.2. Spezielle Werte
K (0) = fo% de = g =K’ () (C.26)
K(l):ff%:oo:K’(O)
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2T

3m |

/2

0.0 T T T
0.0 0.25 0.50 0.75 1.0

Abbildung C.4.: K, K und K/K” als Funktion des Modulk

C.2.2.3. Funktionsverlauf

Die Funktionsverlaufe von K und’ksowie das Verhaltnis beider Integrale fir reelles Argument
k sind in AbbildungC.4 dargestelit.

C.2.2.4. Gauss-Form

Eine schon in Abschnitt.2.1mit Hinweis auf C.F. Guss eingefiihrte Variante dieses Integral-
typs ist

f ) dx . (C.27)
x=0 /(32 +a2)(x2 + b?)

Wie schon in Gleichun@ .6 kann es auch dargestellt werden als
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‘fw dx _gj% de
x=0 /(X2 + a2)(x2 + b2) ~ado \/1_(1_

b2/a2) sir? ¢
1 (n b\?
“a'|2 1‘(5)
2
1_(9)}. c.28)
a a

Mit dem Modul entsprechend Gleichuiy7 ergibt sich die Aquivalenz

*© dx 1~ dx 1
== = 2K (K) .
fo Vo2+a2)(2+1?) 2 Lo Jo2+a2)(@+b?) @ L

C.3. Elliptische Funktionen

C.3.1. Definition

Die Definition der dcosr'schen elliptischen Funktionen ist eng verknlpft mit der Umkehrfunk-
tion des unvollstandigen elliptischen Integrals ersterudet F(p; K) in seiner Lecexore’schen
Normalform nach Gleichun@.3, der sogenannten Amplitudenfunktion.

¢ =am(; k) . (C.29)

Mit Hilfe von am(u; k) kénnen die drei elliptischen Basisfunktion8mus Amplitudinisn, Co-
sinus Amplitudinicn undDelta Amplitudinisdn folgendermaf3en angegeben werdémP$
§17]:
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C.3. Elliptische Funktionen

sn(u; k) = sinfam(; K)] = sing = x (C.30)
cn(u; k) = coslam(U; K)] = cosp = /1-sirfp = V1-x2 (C.31)
dn(u; k) = A am(u; k) = 4(¢; K) = /1-K2sirfp = V1-k2x2. (C.32)

Nahezu direkt ablesbar sind die wichtigen Beziehungen:

sre(u; K) + cré(u; K) = 1 (C.33)
dré(u; k) +k?srf(u; k) = 1. (C.34)

Uber das komplementare Modkil= V1 —k? sind weitere nitzliche Identitaten zu ermitteln.

k2cr(u; K) + k' = dré(u; K) (C.35)
cri(u; K) + K 2srf(u; K) = dré(u; k) (C.36)

GleichungC.301aRt nun auch die folgende neue Darstellung des unvollstandigen elliptische
Integrals entsprechend Definitionsgleichué zu.

snU; K)
u= If(x; K) = a (C.37)

0 1-12)(1- K1)

Von den drei Basisfunktionen sind alle weiteraoagr'schen elliptischen Funktionen folgender-
mafen abgeleitétdie mit den Buchstabgng abgekiirzte Funktion ist definiert als der Quotient
der Basisfunktionem und g. Dabei kénnemp und g mit folgenden Buchstaben besetzt sein:

s(sn),c(cn),d (dn),n (1), was zu 9 Varianten flhrt.

9Diese heutige kurze Notation stammt von W.lL.a@rEer und C. GIDERMANN.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

L s
esiur ) = iﬂﬁﬂ 8 cd(U; K) = 328 8 nel k) = oo
S

C.3.2. Spezielle Werte

Die speziellen Werte fur die drei elliptischen Basisfunktionen ergeberdgiekt aus denen der
Amplitudenfunktion am(; k),

am(0;k) =0

T

am; k) =3
am(X;K) =nxn
am(nK; k) = nr

welche sich selbst wiederum (im Sinne ihrer Definition als Umkehrfunktias)den speziellen
Werten von Fg; k) ergeben (vgl. Abschnitt.2.]).

Aus den Formeln fur halbe Argumente (siehe GleichGrigy) kann man die Werte flu=K /2

ermitteln.
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sn(0;k) =0 cn(0;k) =1 dn(0;k)=1

snK; k) =1 cn; k) =0 dnK; k) = V1i-k2 =K
sn(X; k)=0 cn(X; k) =-1 dn(X; k) =1
sn(X; k) =-1 cn(XK; k) =0 dn(X; k) =K



C.3. Elliptische Funktionen

K. 1) _ 1 cnK/2;Kk)
sn(3:K) = T+k  dnK/2;K) (C.38)
k/
cn(%, k) “Vitk

C.3.3. Spezielle Module

Die folgenden speziellen Werte fiir das Modutrgeben sich direkt aus den Gleichungem?2
undC.1310

snu; 1) = tanhu
1
;1)=sechu= ——
cn(u; 1) = sec “osTu
dn(u; 1) = sechu

Fir verschwindendes Modul erhalt man

sn; 0) = sinu
cn(u; 0) = cosu

dnu;0)=1.

C.3.4. Funktionsverlauf

Durch die Anwendung der trigonometrischen Funktionen auf die Amplituchdaion am(; k)
und wegen Gleichung.14 sind alle elliptischen Funktionen periodisch. Wie Abbilduad
illustriert, ist dabeikK = K (k) entweder die sogenannte (reelle) Halb- oder Viertelpertdde.

10yrsache ist, daR das unvollstéandige elliptische Integral erster Artdrfiir k = 0 undk = 1 entartet (sieche Ab-
schnittC.2).

11n Analogie zu den einfach-periodischen Funktionen, wie z. Beaimd cos;, deren Perioden bekanntlich Betra-

gen, ist es bei doppelt-periodischen Funktionen (insbesondere geisWass'schen elliptischemp-Funktionen)
meist Ublich, die Periode mit2zu bezeichnen\j ,8201], [ .1, 82].
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10 ~. ,7,"' "\\“\ //—
~v_ dn(u; k) I AN L7

k! ................ D —”,\\~.._—” ................

0.5 1
cn(u; k)
0
sn(u; k)

-0.5
-1.0 = T I ¥ u

-2K -K 0 K 2K

Abbildung C.5.: Elliptische Basisfunktionen

Die Funktionsverlaufe aller andereacdsr'schen elliptischen Funktionen sind zum Beispiel
in[ ] zu finden.

Zu bemerken ist an dieser Stelle, dafd anders als bei den trigopnometiagahigionen im allge-
meinen immer gilt sn(+ K; k) # cn(u; k).

C.3.5. Erste Ableitung

Um die Ableitung von sn(; k) zu bestimmen soll zuerst dasff@irential der Amplitudenfunktion
am(u; k) ermittelt werden. Unter Berlcksichtigung von Gleichuigd.6 ergibt sich im Zusam-
menhang mit der Regel fur die Ableitung einer Umkehrfunktion:

ant(u; k) = ! = V1-k2sirfu.

F(uk)

Nun kann mit Hilfe der Kettenregel weiter abgeleitet werden.
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C.3. Elliptische Funktionen

s (u; k) = % sinam(J; k)
= cosamg; k) - ant (u; k)

=cn(u; k) V1-k2sirfu

= cn(u; K)dn(u; K) (C.39)

Die erste Ableitung fir cn( k) kann entweder in gleicher Art und Weise ermittelt werden, oder
aber wie in [ , 19] durch direkte Oferentiation von Gleichun@.33

0= %snz(u; k) + %cnz(u; k)

0 = sn(u; K)sr (u; k) + cn(u; K)cr' (u; K)

0 = sn(y; K)en(u; k)dn(u; K) +cn(u; K)en' (u; k)
cn'(u; k) = —sn(u; k)dn(u; k)

Fur dn(; k) kann wieder aquivalent vorgegangen werden, nur Ausgangsmimiesmal Glei-
chungC.34
0= %dnz(u; k) + kZ%sr?(u; K)
0 = dn(u; k)dr' (u; k) + k?sn(u; K)srf (u; k)
0 = dn(u; K)dr' (u; k) + k?sn(u; k)en(u; k)dn(u; k)
dr' (u; k) = —k?sn(u; K)en(u; k)

Mit x = sn(; k) entsprechend der Definitionsgleichu@g30des elliptischen Sinus’ sowie den
RelationenC.33und C.34lassen sich au3erdem folgende Darstellungen angeben.

X2 = (1-¥)(1-K>%?), X = sn(u; k)
X% =(1-x3)(K?+Kkx®),  x=cn; k)
X2 = (1-xd)(2-k?), x=dn(u; k)
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C. Elliptische Integrale und Funktionen
C.3.6. Zweite Ableitung

Fir den elliptischen Sinus sei hier noch exemplarisch die zweite Ableitungoketiv

s’ (u; k) = %cn(u; k)dn(u; k)

dn(u; K)er' (u; K) +cn(u; K)dr' (u; k)
—dn(u; k)snu; K)dn(u; K) — k2cn(u; K)sn@u; K)en(u; k)
—sn(; k) [dré(u; k) + KerP(u; K)|

In gleicher Art und Weise ergibt sich fur die anderen beiden Funktionen

en”(u; K) = —en(u; K)[drf(u; k) - KsrP(u; K)|
dr’(u; k) = K2dn(u; k) [srP(u; k) - cré(u; k)| -

Wie fur die erste Ableitung auch, kann man die Gleichungen ebenfalls auBaks vonx
schreiben.

X' = —x(1+ K2 = 2k34), x = sn; k)
X'2= —x(1-2k2+ 2k%%),  x=cn(U; K)

X% = x(2- k2= 2x3), x=dn(U; K)

C.3.7. Additionstheoreme

Die Additionstheoreme der elliptischen Funktionen haben grundlegendeuBed fir viele
weitere Formeln. Deshalb haben zahlreiche Mathematiker des 18. undhtBudderts, unter
anderem A.-M. leGenpre, C.G.J. dcogr, J. Lannex und C.F. Gwuss, sich mit dem Beweis dieser
Gleichungen beschéftigt. Zuerst hat jedoch L. &.er im Jahre 17567 das Additionstheorem
des elliptischen Sinus’ (fer-Theorem) bewiesen/| ,8222], [ , 11-3].

n | ; 11] sind einige der Beweiswege enthalten.
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C.3. Elliptische Funktionen

snucnvdnv+ snvcnudnu
1-k2srfusriv

snU+v) = (C.40)

Beweis. Der hier dargelegte Beweis folgt (wie auchch70, 8 28]) in wesentlichen Schritten
den Ausfihrungen von J.G aRsoux. Als Ausgangspunkt dient dabei dieff&irentialgleichung
der Transformationstheorie (Form@l69fir den Falli = kundM = 1),

M do _ do
V1-A2sir?e \/1—k28in290
dx _ dy
VA-2)(1-K22)  V(1-y2)(1-K%y?)

fur die hier eine Losung gefunden werden soll. Genauso wie in Abscbditberweist es sich
als gunstig zur Parameterform dediBientials Uberzugehen.

du = dx - dy (C.41)

VI-)1-K20)  JA-y)(A-K3y?)
Die einzelnen Ableitungen naechkann man integrieren
& VAR D Y. Jaya-en
du du
X Y
u:f dx =F(x; K) v:u—A:f dy = F(y; k)
0o J1-®)(1-Kx?) * 0 VA-y)(1-Kky?) *
(C.42)

und (bei Berticksichtigung der Integrationskonstaijt&leichungC.41auch darstellen als:

u-v=aA.

Nach diesen einfachen Vorbetrachtungefiedenziert man nun das Quadrat der Ableitungen
dx/du sowiedy/duin den Gleichungei.42nocheinmal nach, also folgendermalZen:
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

d d(dx\* d ) ) s
@ﬁ(@) _@[(1—x)(1—kx)]
2
gzjuz _2x —(1 Kx2) — 2xk2—(1 )
d2
e X2k -k?-1).

Auf dem gleichen Weg gelangt man zu:

d’y
—2 —y(2k¥y? —k?-1).
A Y2 )

Stellt man die zuletzt gewonnenen Formeln naetkdum und setzt sie nach Multiplikation mit
xy beide gleich, so erhéalt man das folgende wichtige Zwischenergebnis

d’y

d?x
2,2 2
2K=X“Xy — yd _2ky2xy xOI2

d??x
Vi~ d—z = 2k2xy(x% - %)
( x_y —) 2k xy(x% — (C.43)

Jetzt soll unabhéngig davon der Ausdruck

dx dy
yz(du) (du)
bestimmt werden. Einsetzen der Ableitungen A2 gefolgt von Ausmultiplizieren und Zu-
sammenfassen filhrt zur ndchsten Zwischengleichung.

2
yz(gl)j) (g%) = YA(1-X)(1- k) - X*(1-y)(1- Ky
= y? + KOy = — kY
= (Y’ = )(1-kO%y?) (C.44)
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Nun dividiert man Gleichung..43 durch die soeben entwickelte und wendet auf den linken
Nenner den binomischen Satz an.

SE-xE)  2kxy0C-y?)
yz(—fj)z B XZ(%)Z - (y2 — x2)(1— k2x2y?)

SR -xG) 202 -y)(yE +xD)

y& ¥ (2 -x3)(1-k2y?)
d (yd
S0%-x8)_ 200t
= ol (K2
y - x3 (kexey=—1)

Es ist zu erkennen, daf3 auf beiden Seiten Zahler und Nenner dentHogschen Diferentiati-
onssat4In f(u)]” = f’(u)/ f(u) entsprecheh®

d (v, 2,2
duln(ydu du) (k y-1 )

Integration nachu und Einsetzen der Eerentiale von Gleichun@.42flhrt zu

(ydu ) - )+ B
dx
Vg, - xdu = C(kzxzy2 - 1)

dx dy
Yao ~ *au =C(kAxy?-1),

also

Y VDA 1) - xT= A=)
K2x2y2 -

Mit V(1-x3)(1-k2x3) = cn(u; k)dn(u; k) und V(1-y?)(1-k3y?) = cn(; k)dn(; k) nach Defi-
nitionsgleichungC.32und C.30gilt also:

BFur die rechte Seite gilt bei Anwendung der Produktreglk®x?y? — 1) = k2(2xglu<y2+2y%x2) =
2k2xy(yg>a‘ + x%)
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

_ snvcnudnu-snucnvdnv

C

Die KonstanteC muf nun aber eine Funktion va@asein, alsaC = ¢(A) = ¢(u—V) gelten. Um
die Form vong zu finden kann man z. B.= 0 setzen, was zQ = sn({u; k) = ¢(u) fuhrt. Also ist
die Form vong der elliptische Sinus und somit ist der Beweis auf der Grundlage des ti#gen
Subtraktionstheorems erbracht.

snvenudnu-snucnvdnv

snu-v) = KBy 1

Die beiden anderen elliptischen Basisfunktionen sind entweder gendesaber aus ihren
Definitionsgleichungen abzuleiten. Hier wird jedoch darauf verzichtdtstatt dessen nur das
Ergebnis prasentiert (wobei in den Formeln wieder auf das Miogatzichtet wird).

cnucnv-snudnusnvdnv

cnh = C.45

u+v) 1-k2sréusrtv ( )
dnudnv-k?snucnusnvcnv

d = C.46

nl+v) 1-k2srfusrv ( )

AuRerst interessant sind auch die daraus abgeleiteten Reldtidgiieden elliptischen Sinus

srfu—-srfa
snu+a)snu—a) = T Kertusia (C.47)
_ (cna-—snudna)?
[1-snu+a)][1l-snu-a)] = 1 KsZusia (C.48)
_ (dna-ksnucna)?
[1-ksnu+a)][1-ksnhu—a)] = 1 K2srPusra (C.49)

die insbesondere in der Transformationstheorie haufig auch in folg€od® anzutréen sind
(mit sn(K —a) = cna/dna, vgl. TabelleC.3)

Bn 1§93 und | , §93] sind zahlreiche Relationen dieser Art tabelliert.
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[L-sng+alli-sne-2)]  [1- syl
créa ~ 1-Kk2srfusrfa
[1-ksnu+a)][1-ksnu-a)] [1-snusnK —-a)]?
drea ~ 1-k2srfusrfa

Im Zusammenhang mit den quadratischen Transformationen ist auchdelgetation interes-
sant

K)_ 1-(1+K)srtu (C.50)

@+ k’)sn(u— g)sn(u+ 5 )= —m .

Beweis. Es handelt sich hier um einen Spezialfall von For@el7mit a= K/2.

srfu—sré(K/2)
1-k2sréusré(K/2)

1+ k’)sn(u— g)sn(u+ g) — (1+K)

Ersetzt man noch den speziellen Wertiff; k) = (1+k’)"%/2, so ist der Beweis schon erbracht.

, K Ky L SrPu—(1+k)t
(1+k)3n(u—5)3n(u+§)—(1+k)m
_ 1-(1+K)srfu
T 1-(1-K)srtu

Weitere ausgewahlte Formeln fir cn und dn sind:

crfucrfa—k'?srfusrfa
1-k2sréusréa
drfudra+k2k'2srtusrfa
1-k2sréusrfa

cnu+a)cnu-—a)

dnu+a)dnu-a)

C.3.8. Doppelte Argumente

Die Gleichungen flr doppelte Argumente ergeben sich direkt aus datigkddheoremen, wenn
manu = v setzt.
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2snucnudnu
A= —M— C.51
sn 1-k2srfu ( )
. créu—srfudru
 1-K2srfu
dréu-k2srfucrfu
dnai= 1-K2srfu

Statt des jeweils gleichen Ausdrucks im Nenner dieser Formeln findet manliftei@tur auch
haufig die aquivalenten Darstellungen

1-K?srffu = crfu+srfudrfu = dréu+k?créusrtu,

welche sich durch Einsetzen der Definitionsgleichungesil und C.32relativ einfach auf
k?srfu reduzieren lassen.

Weitere bekannte Relationen fir doppelte Argumente sind nastij, 16.18.5]

1-dn2u ksnucnu\?

= C.52
1+dn2u ( dnu ) ( )
1-sna cnu— snudnu)?

= C.53
1+sna (cnu+snudnu) ( )

C.3.9. Halbe Argumente

Die Gleichungen fur halbe Argumente sind aus dem Gleichungssysterogdfielie Argumente
ableitbar, wenn man durchu/2 ersetzt und entsprechend umstellt{ 8, 11, 8 3].
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sn

u 1-cnu
2  Vi—dnu &=
u dnu+cnu
3=\ Trdnu (C.55)
\/dnu+ k2cnu+ k2
1+dnu

dn

u
5 (C.56)
C.3.10. Imaginare Argumente

Ausgehend von den grundlegenden Definitionsgleichungen des ellgniSihus’
u=F(e; k), e=am@;k),  sn@;Kk)=sing

sowie den Beziehungeh.18undC.19zur imagindren Transformation des elliptischen Integrals
F(e; K) kann man fir ein imaginares Argumang jv schreiben:

u=F(p; k) = F(j¢; k) = jF[arctan(sink); K'] = jv.

Ausgehend von der Zusammenfassung

v = Flarctan(sinl); k'] = F(©; k'), 6 =amg; k'), sn; k') = sing

ist hcosr's imaginare Transformation fiir den elliptischen Sinus nun auf direktenme\dagye-
winnen [ )819].

sn(jv; K) = sn(u; k) = sing
. _.sind __sn{; k)
_Jtang_Jcose _Jcn(v; K)
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sn(jv; k) = jscv; k) (C.57)

Interessant ist daran vor allem zu erkennen, daf; &h@usatzlich zur reellen PeriodevZ=
4K (k) auch eine imaginare Periode von’2= 2K (k') besitzt, d. h. es handelt sich um eine
doppelt-periodische Funktion mit dem Periodenpa#ét, 24K).

Eine &hnliche Transformationsbeziehung kann man mit Hilfe der Versatsbelation dn{+ K +jK’; k) =

jk’sc(u; k) angeben (siehe Tabeliz 3).
: 1 :
sn(jv; K) = Rdn(v+ K’ +jK; k)
Offensichtlich hat sn( k) imaginare Poley,, die genau dort liegen wo on(K’) verschwindet?

Uy, =jv+1)K’, vEZ (C.58)

Fiar cn ist diese Transformation ausgehend von Gleicliligrecht schnell abzuleiten.

cn(jv; k) = +/1—sré(jv; k)
= y1+sc&(v; k)
= 7cn(\:/L' " nc(v; k) (C.59)

Gleichermalf3en fiir die elliptische Delta-Amplitude dnkj).

dn(jv; k) = dc(v; K) . (C.60)

Beweis. Ausgehend von der Definitionsgleichu@gd2fiir dn(v; k) gilt:

15Eine grundsétzliche Einfilhrung in die doppelt-periodischen (elliptiscRenktionen kann man z. B. in/]
XX], [ ,AJund [ ] nachlesen. Insbesondere sind dort auch verallgemeinerte AarsgagAnzahl und
Lage der Pol- und Nullstellen sowie den Residuen (Satz voovioLe) enthalten.
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dn(jv; K) = 4/1—Kk2sré(jv; k)

B L2i2 STV, K)
‘”Jl K R )

_[ere(v; K') + k2sré(v; K')

B cr(v; k)
cn(v; k)

_dn(v; k')

~ cn(v; K)

=dc(v; k).

Abschliel3end noch (ohne Beweis) die anderen elliptischen Funktionendginare Argumen-
te.

sc(jv; k) = jsn(v; k) sd(jv; k) = jsd(v; k') ns(jv; k) = —jes(v; k)
cs(v; k) = —jns(v; k') cd(jv; k) = nd(v; k") nc(jv; k) = nc(v; k')
ds(jv; k) = —jds(v; k) dc(jv; k) = dn(v; k') nd(jv; k) = cd(v; k')

Bemerkenswert ist, daf? allecdsr'schen elliptischen Funktionen sowohl fiir imaginére als auch
reelle Argumente immer periodisch sifd.

C.3.11. Komplexe Argumente

Die Gleichungen fir komplexe Argumente ergeben sich relativ einfacde@ug\dditionstheo-
remenC.4Q C.45 C.46und den FormeliC.57, C.59 C.60fur rein imagindre Argumente. Am
Beispiel der elliptischen Delta-Amplitude soll dies kurz dargestellt werden.

16|m Gegensatz zu den trigonometrischen Funktionen und der Exponenkitidin, die immer nur fir die eine oder
andere Art von Argumenten diese Eigenschaft aufweisen.
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dn(e; K)dn(jB; K) — k?sn(e; K)en(e; K)sn(i3; K)en(is; k)
1-k2sré(a; K)sr(jB; K)

_dn(a; K)dc(@; k') - k2sn(; K)en(e; K)jsc(@; K)nc; k')

- 1—k2sré(e; K)js(B; k')

dn(e +jB; k) =

dn(e; k)en(@; K)dn(s; k') —jk?sn(; K)en(a; k)sn; k')

dnfo+8; K) = Cr2(B; K') + K2sr(; K)sre(B; K)

(C.61)

Die Formeln fur die zwei anderen elliptischen Basisfunktionen kénnen intgdefsrt und Weise
gewonnen werdet.

sn(; KYdn(@; k') +jcn(a; K)dn(a; K)sn; k" )cn(B; k)
cré(B; k') + k2sré(a; K)sré(B; k)

cn(; K)en(B; K') —jsn(a; K)sn@; k" )dn(e; K)dn(B; k)
cré(B; K') + k2sré(a; K)sré(B; k)

sh@+]jB; K) = (C.62)

cn(a+jB; K) = (C.63)

Zur Veranschaulichung dieser Erkenntnisse sind in den Abbildu@iggéand C.7 die von Real-
und Imaginarteil aufgespannten Flachen grafisch darge$tellt.

Aus Zahler und Nenner in den Beziehungers2, C.63 sowie C.61 kann man direkt auf die
entsprechenden Pole und Nullstellen der elliptischen Basisfunktionen (Smhli@abelleC.1
gibt einen Uberblick zu deren Lage, wobei immes € Z gelten soll.

In der Transformationstheorie detcdsr'schen elliptischen Funktionen (siehe Abschiiitt)
sind insbesondere die Werte auf dem Gijtkr+ j6K’ interessant. Hervorzuheben sind dabei die
folgenden Beziehungen:

I"Wobei der allen gemeinsame Nennef(@h k') + k2sré(e; K) - sré(8; k') auch als  k2sré(8; k) - cré(e; K) darge-
stellt werden kann.
183ehr schone Darstellungen (inklusive der des elliptischen Cosinud’psith in JE52 VI, Abb. 491f.] zu finden.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Tabelle C.1.: Pole und Nullstellen der elliptischen Basisfunktionen

‘ Funktion ‘ Nullstellen ‘ Pole ‘
sni+jB; k) 2yK+2j6K’ 2yK+j(26 + 1)K’
cn+jp k) | GYHDKRFAOKSL s s+ DK

2yK+j(26 + 1)K’
dn@+jB;K) | 2y+1)K+j(26+1)K' | 2yK+j(26+ 1)K’

snK +ju; K) = nd(u; k') (C.64)

Beweis. Aus GleichungC.62ergibt sich sofort

dn(u; k)
cré(u; k') + k2sré(u; k)
: dn(u; k')
T 1-k2srR(u; k)

snK+ju; k) =

1 e
:W:nd(u,k)

snU+jK’; k) = k*ns(u; k) (C.65)

Beweis. Es handelt sich hierbei um einen weiteren Trivialfall von GleichGrg2mit cn(g; k') =
Oundsng; k') =1.

sn@; K)dn(K’; k')
k2sré(u; k)sre(K’; k')
_snu k)
 ksre(u; k)
1
~ ksn(u; k)

snu+jK’; k) =

=k Insu; k)
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C.3. Elliptische Funktionen

Insbesondere ergibt sich hieraus

sn(K +jK’; k) =k (C.66)

und somit fiir das unvollstandige elliptische Integral an der Stelié! beziiglich Definitions-
gleichungC.5

F(}i k) =K+jK’.
snu+K +jK’; k) = k nc(u; k) (C.67)

Beweis. Dieser Fall ergibt sich aus dem vorherigen, indem maau+ K setzt.

. 1
Sn(u+ K +JK’; k) = m
B 1
~ ken(u: k)
m}
dnu+K +jK’; k) = jk' tane (C.68)

Beweis. Aus dem Additionstheoreri.61kann man sofort ableiten

dnu+K+jK’; k) = jk'sc(u; k)

i sny; k)
7 en(u; k)

und dann mittels Definitionsgleichurigg30den Nachweis abschlieRen.
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Tabelle C.2.: Elliptischer Sinus auf dem Gittg +j¢ K’

n | ¢ ] u | sn@K +jZK’ +u; K) |
gerade | gerade | imaginar (1=jv) j(=1y"?sc; k')
ungerade| gerade | imaginar (= jv) (-1y?nd(v; k)
gerade | gerade reell (-1)"?sn(u; k)
gerade | ungerade reell (-1y?ktns(u; k)

. ., Sing .
K+jK: k) =jk—= =jkK
dnu+K+jK’; K) =] cosp jK tang
O

In Tabelle C.2 sind die (insbesondere fiir die elliptischen Modultransformationen, vgl. Ab
schnittC.4) interessanten Beziehungen fur den elliptischen Sinus zusammengefalit.

C.3.12. Anderung des Arguments

In diesem Abschnitt sollen noch einige Formeln fir den Ubergang awdfrandrgumente ge-
nannt (und teilweise auch abgeleitet) werden. Eine komprimierte Ubersicien interessanten
Fallen enthalt Tabell€.3, eine vollstandige Tabellierung fur alle elliptischen Funktionen ist
in[ , 16.8] zu finden.

Alle Formelnin TabelleC.3ergeben sich direkt aus den Additionstheoreet) C.45undC.46
sowie den Gleichungen fiir komplexe Argumente, wenn man jeweils dik baw. K’ verscho-
benen Argumente betrachtet. Aus den Beziehungen in Tabellfir die gilt sn{u+ 2w) = snu
(beispielhaft fur sn), ist sofort die reelle, imagindre und komplexe Beriter elliptischen Ba-
sisfunktionen ersichtlich (siehe Tabelle4 sowie AbbildungerC.6undC.7).

Folgende spezielle (komplexe) Werte ergeben sich auRerdem ausiedesen Fallen in Tabel-
leC.3

sn(jK’; K) = oo cn(jK’; k) = —joo dn(jK’; k) = —joo
sn(jZK’; k) =0 cn(iX’; k) =-1 dn(jK’; k) = -1
sn(K+jK’;k):% cn(K+jK’;k):—j% dn(K+jK’;k)=0
sn(X +2jK’; k) =0 cn(X +2jK’; k) =1 dn(X +2jK’; k) =-1
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Tabelle C.3.: Elliptische Funktionen bei Anderung des Arguments

V= | sk | ok | dnwk) |
-u -sn(u; K) cn(u; K) dn(u; k)
cn(u; K ,sny; K ¢
u+K dngu; k; K dnEu; k)) an@; k)
cn(u; k) ,sn(u; k) k'
u-K “dnu k) anw k) | dn@ K
K -4 cn(u; k) ,sSn(u; k) k'
dn(u; k) dn(u; k) dn(u; k)
u+2K —sn(u; k) —cn(u; k) dn(u; k)
u-2K —sn(u; k) —cn(u; k) dn(u; k)
2K -u sny; k) —cn(u; k) dn(u; k)
. 1 . dn(u; K .en(u; K
u+jK’ ks k) | ksn((u; k)) K sngu; k§
u+2jK’ sn; k) —cn(u; K) —dn(u; k)
. dn(u; k . K .., Shu; K
u+K+jK kcn((u; k)) Tienu © cnéu; k;
u+ 2K +2jK’ —sn(y; k) cn(u; k) —dn(u; k)
u+4K +4jK’ sn; k) cn(u; k) dn(u; k)

Tabelle C.4.: Perioden der elliptischen Basisfunktioneia[2, 16.2]

Reelle| Imaginare| Komplexe
Funktion Periode
sn 4K 2jK’ 4K +j4K’
cn 4K 4jK’ 2K +j2K’
dn 2K 4jK’ 4K +j4K’
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

C.4. Modultransformationen

C.4.1. Einfuhrung

Die Transformationstheorie dekcdsr'schen elliptischen Funktionen und Integrale befaf3t sich
mit den rationalen, algebraischen Losungenf (x; k) der Differentialgleichung

M dy _ dx
VI-PAI-27) T~k

(C.69)

Wie noch zu sehen sein wird, ist dieses Problem eng verkniipft mit dersformation der
Jacosr'schen elliptischen Funktionen auf solche Modwe« A, k' — A’), die zu ganzzahligen
Ubersetzungen der Periodenverhaltnisse fiihkgo( — Q/Q).

Die hier bevorzugte Betrachtungsweise ist (wie auchlicP9 § 20]) vor allem analytisch, da
sie dem Leserkreis vertrauter sein dirfte. Wegen der Vielzahl detiegrisden Transformati-
onsformeln ist als praktische Referenz die tabellarische Zusammenrgasdguh /(] empfeh-
lenswert.

C.4.2. Problemstellung

Wie schon erwahnt ist es besonder&f@ientialgleichung-.69 welche bezlglich der Transfor-
mationstheorie der elliptischen Funktionen eine zentrale Rolle spielt. Ihreadepie Schreib-
weise in der cexpre'schen Normalformt® ergibt sich, wenn man wieder die Substitutionen
X = sing undy = sind anwendet zu

M do 3 de
V1-2sirte \/1—k23in2¢’

(C.70)

19Fir k = 1 = 0 entspricht Gleichung.69 genau der Oferentialgleichung, welche von denchesyscrerF'schen
Funktionen erster Art erfillt wird.
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C.4. Modultransformationen

wobeiM der sogenannte Multiplikatét und A sowiek die Module sind’*

Es gilt also, eine Substitutiof = ¥(¢; k) zu finden, welche diese Aquivalenz erfilitdy76
§219], | , 834], [ . § 5].22 Man kann das Problem auch so formulieren: Gesucht sind
die Integrale bzw. Lésungsfunktionge: f(x; k) der gewdhnlichen (impliziten) Bierentialglei-
chungC.69erster Ordnung?

M dy B dx
VI-A-29)  (1-)(1-12x)

_ 1 (A-y)(1-2%?)
"M\ (1-x)(1-k2xR)

= (C.71)

M2y2(1-5°)(1-k*x%) - (1-y?)(1-2%") = 0.

Das Finden der Integralkurye= f(x; k) ist (wie so oft) nicht einfach, hat man aber zwei Trans-
formationsfunktionerf undg gefunden, dann kann man durch aufeinanderfolgende Anwendung
der entsprechenden Beziehungen auch mindestens eine dritte Tnaatsborangeben.

M dy dx

Mo e e M
- Y ogy)
V- 722)  NayAa- )
MLdz dx

= , = g(f(x k);
a2 Jiooa e o

Aus der letzten Gleichung wird sofort ersichtlich, dal3 der zugehorigéipikiator das Produkt
der beiden anderen Multiplikatorev! und L ist. Das Moduly ist aus der Abhangigkeit vom
bekannt und kann durch die Beziehuhg p(k) auch als Funktion vok ausgedriickt werden.

20Dje Einfilhrung eines Multiplikators ist bei den elliptischen Funktionen naateddeshalb erforderlich, weil (im
Gegensatz zu den Mérstrass'schen Funktionen) reelle und imaginére Periode nicht unabhéangigjineomder
sind.

2150lange man bei dieserftirentiellen Darstellung bleibt, sind die Formeln70und C.69 absolut gleichwertig.
Erst beim Ubergang zum (vollstandigen oder auch unvollstandigen) adliptisintegral gilt es die entsprechen-
den Integrationsgrenzen zu bertcksichtigen.

22Es handelt sich anders gesagt um dagiaden einer Invariante¥(¢), welche die elliptische Form des fBéren-
tials erhélt.

23Fiir ¢, 6 bedeutet dies sih= f(sing; k) und somit¥(¢; k) = arcsin[f (sing; k)].
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

AuBerdem enthéalt jede Transformation nach For@éPauch gleichzeitig eine “Rucktransfor-
mation”, wenn man die UmkehrfunktioiT® nutzt. Zum besseren Verstandnis (und aus Griinden
der Lesbarkeit) sol; = x= f~1(y) = f1(x1), x¢ =y, 11 =k, ki = 1 gesetzt werden, waygd= dx

und dx; = dy bedeutet.

M dy _ dx
VA-Y)A-2y)  V1-)(1-K>d)
Xm M_l dyl

Jaiooa-ad  Ja-ypa-ad

Die Umkehrfunktionen (der Transformationsbeziehyng f~1(x1) als auch des Modulg; =
p~1(k1)) enthalten also prinzipiell eine weitere Transformation, deren Multiplikddot ist,
wenn man im Sinne der eingefiihrten GréRen die Richtung vertauscht.

C.4.3. Rationale Lésung

Schon C.G.J.adogr hat in | } nachgewiesen, dal’ Losungen deff@&ientialgleichung-.70
algebraische Funktionen der Fof(x,y) = 0 sein konnenTri48, V], [ , 11-5, 841t.]. FUr
die implizite Darstellung solcher Funktionen wiefolgt

F(XY) = Pm()Y™ + Pm-1(X)Y™ 4+ + pa(X)y* + p2(X)y + po(X), (C.72)

wobeipg, p1,... Pm-1, Pm Polynome inx sind, kann bekanntermal3en in bestimmten Spezialfallen
eine explizite Losungsformgl= f(x) ermittelt werden. Bei dem gesuchten Integréf) handelt

es sich in den einfachsten Fallen um eine irrationale-(2) oder rationale Funktiomf{= 1),
wobei sich Letztere als

_ Yk

y= VX (C.73)

mit den Polynomen
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U(x) = Zn:avxv = anﬁ(x— Xy)
v=0 y=1

n’ n
V() = Y b =l [ [(x=)
#=0 pu=1

darstellen 1aR¢

Um fir diesen Funktionstyp den Nachweis zu erbringen, dal3 es siclinenb.&ung von Dif-
ferentialgleichung_.70handelt, folgen wir { ; 8§ 218ff.] und setzten zuerél = U(X) bzw.
V = V(x) und bilden danny/(1 - y2)(1- 12y?) sowie die Ableitungy'.

V(U2-V3)(U2-22v?)
V2

dy U'vV-uv

dx V2

Ja-y)(a-2y2) =
y =

Dividiert man die Ableitung/ durch V(1-y?)(1- 12y?) entsteht der Ausdruck

dy u'vV-uv’

= C.74
VA PAA B V0 VA7) o

welcher ja letztlich der rechten Seite von Gleichu@9 (multipliziert mit M~1) entsprechen
soll.

u'v-uv’ a 1
VOZ-V(UZ-22v2) M (1- ) (1- K2R
Notwendige Voraussetzung dafir ist zuerst einmal, daf3 fir den @rdeallynomeJ undV die
Einschrankungd| = [n—n’| < 1 gilt, d. h. entweder beide Polynome sind vom Grazw. n’)
oder eines ist vom Grade das andere aber—1.2°

2“Man konnte dies wegen der Ahnlichkeit von BeziehuBg’O mit der Differentialgleichung der sEuesys-
cuerF'schen Funktionen erster Art (1x2) [T,’T(x)]2 = nz[l—Tﬁ(x)] vermuten, welche als Spezialfall entsteht,
wenna = k = 0 gesetzt wird.

25Wie auch in | ) §219] sprechen wir jedoch immer von einer gebrochenen Funktio®dmungn.
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Beweis. Der Nachweis basiert auf der letzten Gleichung in folgender Darstellung

M?(1- x?)(1-k>x3)(U'V —UV’)? = (U2 = V?)(U? - 12V?)

und vergleicht einfach den Grad von links- und rechtsseitigem Polymoitnefitsprechender
Fallunterscheidung).

2(n+n" —1)+4=4maxf,n’)

2n (n>n)
n+n +1= (C.75)

2’ (n" >n)

In-n|=1

Eine Funktion ist also vom Grad, die andere vom Grad -1 und deshalb die erenz
d=n-n"=+1. Allerdings ergeben sich dieselben Verhaltnisse auch fim’ (alsod = 0), denn
in diesem Fall verschwindet der héchstwertige faént (mit Werta,b, d) in U’V -UV’. Ver-
ringert man entsprechend den linksseitigen Grad in Gleicttia@ um Eins (auf der rechten
Seite bleibt alles wie gehabt), dann wird sofort erkennbar, daf mech’ eine Losungsmaog-
lichkeit ist. O

Nimmt man nun an, daB sich in GleichuBigZ4ein Faktor &—c)? vom Ausdruck % -V?)(U? -
12V2) abspalten 14Rt, dann ist der Texr cin U’V — UV’ ebenfalls als Faktor enthalten.

Beweis. Ist (x— c)? ein Faktor ¢ eine doppelte Nullstelle) vol? — V2 oderU? — 12V?, dann
ist (x—c)? auch ein Faktor voty —V oderU +V bzw.U — AV oderU + AV. Betrachten wir im
weiteren nur den Fall, daR der Faktar{c)? in U —V enthalten ist (gleiches gilt fiir die anderen
Féalle). Es ergeben sich dann die Darstellungen

U2-V? = (x—0)?Q(X) = (U-V)(U +V)
U-V = (x-0)?P(X)

mit den Ableitungen nack
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U’ =V’ = 2(x—)P(X) + (x— €)?P’(X) = (x— ) [2P(X) + (x— C)P"(X)]
2U'U —2V'V = 2(x—0)Q(X) + (X— €)°Q'(X) = (x— ) [2Q(X) + (x— ) Q'(X)] .

Bildet man jetzt

U'V-UV’ = (U -V')U+V)-(UU -VV)

= (U+V)(X-9)[2P(9 + (X~ P (X)] - (x-0) | QX+ - Q)

dann bestatigt das gemeinsame Vorkommen des Faktocsn allen Summanden unsere An-
nahme. O

Setzt man eine solche Abspaltung fur alle-2 Wurzeln vonU’V — UV’ fort, dann bleibt in
(U2 -V?)(U?-22V?), dessen Grad jandist, ein Produktterm vom Grad 4 (ibrig, der nicht mehr
gekirzt werden kann. Mit den konstanten oeentend; ergibt sich demzufolge die Darstel-
lung:2®

2(n-1)
uv-uv' =C (x=¢)=C-T(x)
1=1
2(n-1)
(U2 =V?)(U? = 22V?) = (dax* + d3x + doX? + d1 X + dp) ]_[ (x—0)?
1=1

= (dax* + daxC + Ao + dy X+ dg) T(X) .

Kehrt man mit diesen Formeln zurtick zur Ausgangsgleichting

26Mit der nicht einschrankenden Annahme, daR der Leitkgent des Polynoms’V — UV’ genau Eins ist.
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dy 3 C-T(X)dx
VA-y2)(1-22y2)  /(dax? + d3x3+ dax2 + dy x+ do) T2(X)
Cdx

- \/d4X4 + d3X3 + de2 + d1X+ do

und beriicksichtigt auRerdem, daR eine Uberfilhrung des besagtéuk®erms in die Form
(1-x3)(1-k?x?) immer méglich ist (siehel[ri48, I, § 3], [ , § 2054, §206]), dann ist mit
einer rationalen Polynomfunktion= f(x) die elliptische Transformation nach Gleichu@g/0

moglich?’” Aus dieser Feststellung heraus kann man beziiglich der Bestimmung dérziéoe

ten vonU undV noch die Bedingung

(U2 -V?)(U? - 22V?) = (1-x))(1-K2x)T2(X)

formulieren.

C.4.4. Elliptische Losung

Eine auf elliptischen Funktionen basierende Lésung dé&eRintialgleichungC.70ist ermittel-
bar, wenn man zu einer Parameterdarstellung mit Hilfe der neuen Variabileergeht®

Mde 3 de _du
V1-2sirtg \/1—k28in2(,0

Integriert man nun beide Seiten und nimmt die Definitionsgleichtir®®der Amplitudenfunk-
tion des elliptischen Sinus’ (Gleichurigy30) hinzu, so ergibt sich fix

2"Man kann auch argumentieren, daiRx) und V(x) so gewahlt sein miissen, daR? der verbleibende Produktterm
genau der Ecenore-Form (1- x2)(1 - k2x2) und insofern dem Modukt entspricht.
280ffen bleibt natiirlich noch die Bestimmung des Multiplikatdtsind des Modulsl.
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CFok= [ %
u=F(p; k)_j: m (C.76)
@ =am(; k)

X = sing = sny; K) .

In GleichungC.76wurde auf die Einfiihrung einer Integrationskonstante verzichtet, dahran
wesentliche Einschrankung vom Funktionswest O fir ¢ = 0 ausgehen kann.

Fury erhalt man in gleicher Art und Weise

0
dé
u=M | ——=——-C=MF(@©;1)-C (C.77)
fo \1-K2sire
6 =am(%E; 1)

y=sing = sn(%; /l),

wobei diesmal eine Integrationskonsta@teeriicksichtigt werden muf3.

Fragt man sich nun, welche Werte der Parametgrundsatzlich annehmen darf, damiteell
wird, dann ist ein Blick auf Abbildung:.8 hilfreich. Sie zeigt nocheinmal den Verlauf von sn
fur komplexe Argumente, wobei die zusétzlichen Parameterlinien ansdndligtrieren?® da
x nur entlang der Geradan+ jBK’ fur reellesu undu+ oK flr imagindreau nicht komplex ist

(a,B€Z).

Mit diesem Wissen kann man bezlglighden mit Pfeilen markierten “Wertepfad” in Abbil-
dung C.8afiir das Argument angeben. Dieser Weg garantiert zwar, dafonoton Werte
zwischen 0 undo annimmt, jedoch sind weiteneWerte moglich, wenn man die Periodizitat
des elliptischen Sinus’ berticksichtigt.

Soll auchy (oder zumindesy?) reell seini® dann muR sictu+ C auf dem GittetyMA + j6MA’

2%Um die weiteren Formeln etwas zu verkiirzen sollen ab jetzt die folgendezséhreibweisen vereinbart sein:
K = K (k) sowieA = K (1).

30Reelle Werte fiily sind Voraussetzung fir eine rationale Lésung (vgl. Absclthittd, rein imagindre Werte die
einer irrationalen Lésung.
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‘\\‘:::iixi
s
RS
\ %0

(a) Realteil (b) Imaginarteil

Abbildung C.8.: Elliptischer Sinus $Re() +jIm(u); k] mit Parameterlinien
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}/ / \ \\
ﬁ’ A .
\ // / \ \ \ ..
u - RZeII :

Abbildung C.9.: Gitter rein imaginargeeller Werte flry

(v,0 € Z) bewegen. AbbildungC.9 illustriert dieses anschaulich, wobei folgende Definitionen
fur die reelle bzw. imaginare Periode vamindy gelten soller?’

2w = 4K 2w = 2K’
2Q = AMA 20 = j2MA’ .

Sinnvolle Werte fur die Integrationskonsta@iesind entsprechend n@r= 0 undC = +MA, wo-
bei der Wertt MA rein reelle Werte flly bei geradeny ermdglicht>? Auf der Grundlage dieser
Betrachtungen, welche ja im Wesen auf der doppelten Periodizitat des ellgniSinus’ basie-

ren, kann man (ohne etwas zu verandern) die Gleichu@gedundC.77auch folgendermal3en
schreibers®

X =snU+ 2aw + 2Bw’; K)

y=sn(H2EBLC ) apy.seZ.

31Die reelle Viertelperiode fiik (beziiglichu) ist bekanntlich die des elliptischen Sinus’, aképfiir y entsprechend
MA. Der Multiplikator M wird an dieser Stelle als reell angenommen, im anderen (nicht ausogesaten) Fall
wérenw’,Q’ reell bzw.w, Q imaginar.

32Mit anderen Worten werden die urspriinglich rein imaginédren Werty &imtlang der diinnen Linien in Abbil-
dungC.9zu rein reellen Werten (dicke Linien).

33Wegen der Symmetrieeigenschaft des elliptischen Sinug4sPK ; k) = —sn(u; k) kénnte man diese Beziehungen
auch auf die reellen Argumenter 2aK bzw.u+2yMA’ reduzieren.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Soll gewahrleistet sein, dal’ nur eine endliche Anzahl moglicher (uhteddicher)x-Werte zu
einem bestimmten Wegt gehdren (sowie umgekehrtj,dann muR man ausgehend von diesen
Gleichungen die Periodenbedingung

U+ 20w+ 28w’ = U+ 2yQ + 26Q)
20w+ Bw’ = 2yQ+6Q

formulieren. Separiert man darin Real- und Imaginarteil, dann ergibt sicddn Fall eines
reellen MultiplikatorsM

aw = yQ

(C.78)
B = 6
und im einfachsten Fall, d. h. wen= 8 = 1 gilt
K =yMA, veZL (C.79)
K'=6MA’, 0’
K_r.A
K6 AN

Fir den Fall eines ganzzahligen Verhaltnisgesbzw. 5/y, also eines Periodenverhaltnisses der
Form

A K
— = np oder K= n—, (C.80)

spricht man bezuglich der Beziehung zwisckamd A von einer Modulgleichung vom Grad

Der Spezialfally = n, 6 = 1 wird dabei als die 1. elliptische Haupttransformation€ Teilung
der reellen Periode), der Fal= 1,5 = nals 2. elliptische Haupttransformatiomie Teilung der
imaginaren Periode) bezeichnet.

34m Sinne der Forderung nach einer rationalen Lésungsfunktion eatspnd Gleichung.72
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C.4. Modultransformationen

C.4.5. Die Transformationsfunktion

Hier sollen nun ausgewahlte Eigenschaften der Transformationsfunktiok) bzw. des Dif-
ferentials (von Gleichung .69 ermittelt werden. Die charakteristischen Eigenschaften sollen
spater dazu dienen, Aussagen zur Form 00 k) machen zu kdnnen.

Reziproke Argumente  Im Zusammenhang mit reziproken Argumenten sei auf folgende be-
merkenswerte Eigenschaft vdix; k) hingewiesen:

[=

=

.1
X,k)_mx;k). (C.81)

f(

Beweis. Ersetzt man im Ausdruckxd V(1 - x?)(1-k?x?) der GleichungC.69 die Variablex
durch Ykxg

x:i, dx:—%,
KXq kx2

dann andert sich nur das Vorzeichen der rechten Seite.

dx _ kdxq
\/(1— x2)(1-k2x2) kzxi \/(1 _ k—2XI2)(1_ kzk—z)qz)
_ kXm
\/(kzxg —1)(>2 - k2)
Xm

o \/(1— x2)(1-k2x2)

Substituiert man nach der gleichen Methode nun gudbrch /2y, dann tritt auf der linken
Seite ebenfalls (nur) eine Vorzeichenumkehr auf und diéebantialgleichung-.69andert sich
uberhaupt nicht® Folglich sindx; undy; ebenfalls durcly; = f(xy; k) verbunden und es gilt:

1 1
= i = = —
y="(ec K= 37 = o

35Diese Methode kann sehr giinstig zur Bestimmungiir eine spezifische Transformation angewandt werden.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Tabelle C.5.: Funktionswerte y fir C =0

(weg|  Rew | mw | x| " )
1 || 0<Re(h<K 0 sn; k) sn(/M; 2)
2 K o<Im(u) <K’ | nd[Im(u); K] @ jsdIm(u)/M; ']

® ndlim(u)/M; 2]
@ sn0/M; 1)
® A ins[Re()/M; 1]

3 K <Re() < 2K K’ k1ns[Re(); K]

d. h. die Transformationsfunktionmuf3 die Eigenschaft laut Gleichuy8laufweisen. 0O

Funktionsverlauf ~ Weitere Eigenschaften der Losungsfunktion ergeben sich aus dexcBetr
tungen von AbschnitC.4.3 sowie C.4.4 Dazu sei hier nocheinmal auf Abbildurig8aver-
wiesen, welche den Verlauf des Parameteirs der komplexen Ebene zeigt. Sie zeigt den Weg
des Parametens insbesondere fir die elliptischen Haupttransformationes , 6 = 1 bzw.

v =1, 6 =n) sehr anschaulich. Fur diese Falle entarten die Gleichu@gédund C.77auf den
Wegabschnitter® und@ (vgl. AbschnittC.3.1J).

Fir den FallC = 0 enthalt TabelleC.5 eine Ubersicht in Bezug auf den Verlauf varmach
AbbildungC.8.

Auf Wegabschnitt2) determinierty (geradgungerade) welche Gleichung fizutriftt, auf Ab-
schnitt@®) ist esé. Isty bzw. § gerade, dann ffiit jeweils Formelk@ zu (irrationale Losung), im
anderen Fall ist e® (rationale Losung). Als spezielle Funktionswerte ergeben sich daraus

y=f(0;K=0

0 (ly1=0,2,4,..) @
y=fLk={+1  (y/=1509,..) ® . (C.82)
-1 (W=371L..) ®

Eine wesentliche Schluf3folgerung der vorangegangenen Ausfijgmwsowie der Gleichungen
in TabelleC.5ist die, daf3¥f (x; k) in diesem Fall eine ungerade Funktion sein muf3.

Der FallC = £MA fiihrt zu einer Verschiebung vonentlang der reellen Achse, wodurgh=

f(x; k) zu einer geraden Funktion wird. Mit Hilfe der Verschiebungsrelatioreah TabelleC.3

kann man auch hier eine Ubersicht angeben, welche Tabdllgrasentiert. Isy bzw. s gerade,
dann trift jeweils Formel@ zu, im anderen Fall ist eB.
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C.4. Modultransformationen

Tabelle C.6.: Funktionswerte y fir C = Q/2

| Re() | Imu) | x | by |
0<Re) <K 0 sn(u; k) cdU/M: 2)
K O<Im(u) <K’ | nd(Imu); k) ® nd(Im@)/M; 1)

® jsc(Im@u)/M; ")
@ cd@/M; Q)
® A ldc(Re()/M; 1)

K <Re() < 2K K’ k~Ins(Re(); k)

Als spezielle Funktionswerte ergeben sich hier:

y=f0;k=1

0 (Wl=135,..)

©

y=fLK={+1  (y/=0,48,..) @ . (C.83)
-1 (yl=26,10..) @

Rationale Loésungen  Mit den soeben gewonnen Erkenntnissen kann man die rationale L6-
sung nach FormeT.73konkretisieren.

X@ (C=0; yungerade)
V=1 ) (C.84)
m (C=MA; y gerade)

Herangezogen wurden dazu all die Falle, welche in den Tabélléand C.5rein reelle Funk-
tionsverlaufe erzeugen, also

e y ungerade fU€ = 0 (ungerade Funktion)
e undy gerade flUIC = MA (gerade Funktion).

Nun soll noch nachgewiesen werden, daf3 diefRoentena, undb, der PolynomeJ(x) und
V(X) der rationalen Losung nach Gleichu@gr3nicht unabhangig voneinander, sondern durch
folgenden Relation verbunden sind.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

=

o
<

~l= x

Xy Xu (C.85)

Beweis.Um diese Beziehung einfach zu begriinden soll unser Augenmerkmsarfaktordar-

stellung vonU (x) undV(x) mittels der Polstellerx und Nullstellenx gelten. Im ersten Schritt
wird dazuf(1/kx; k) gebildet.

a0 [1[009 72 =)

b 11 [0,
pu=1

an ﬁ (1-kxX)
= (k)4 —2

q

b T1 (L~ kx,%)
p=1

Nach Gleichung®.81und wegerx,_1 = 0 muf3 nun gelten

1
f (@ k)= (<K
an [1(1- kx,X) b fll(x— Xu)
(kg —=2 == . (C.86)
by [T(1-kx,X) 42 Hl(X— Xv)
p=1 V=

Setzt man im Z&ahler die speziellen Wexte k‘1>g;1, dann mussen sowohl links- als auch rechts-
seitiger Ausdruck verschwinden.

36F{ir den Nenner kann man eine dquivalente Bedinguad/kx, wahlen, die aber zum gleichen Ergebnis fihrt.
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C.4. Modultransformationen

X=X, =0
“ - 1
xﬂ_kxv

Sind die Polex, aber schon durch die Nullstelle) determiniert, dann hangen auch die Kbe
zientenb, vona, ab. O

Aus GleichungC.86kann man, wenn andere spezielle Werte wie z B.1 eingesetzt werden,
auch das Moduk bestimmt werden.

[T (1= x,)(1—Kx,)

_ bn/ /J:J.

A=K =~ |=
[T(1-x,)(1-kx)

v=1

C.4.6. Transformationen erster Ordnung

Eine tabellarische Ubersicht der Transformationen erster Ordnunig sew geeigneten Sub-
stitutionen ist unter anderem iri 48, 1V, §2] zu finden. Wir beschranken uns hier auf zwei
wichtige Transformationen adosr’s reelle sowie imaginare Transformation.

C.4.6.1. Imaginare Transformation

Die imaginare Transformation wurde in Bezug auf das elliptische Integs&dreArt schon in
AbschnittC.2.1, fur den elliptischen Sinus in Abschnifi.3.10behandelt. Um die Parameter
M und 2 aus der allgemeinen Gleichurig70 zu ermitteln, ist ein Blick auf Beziehung.18
notwendig.

F(e; k) = jF[arctan(sinhg); k']

Diese Gleichung ist nun der folgenden speziellen Auspragung vidarBitialgleichung:.70
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

do deo

=] _ (C.87)
\/1—k23in290 V1-k?2sire
mit der Substitution nach Gleichurig19
0 = arctan[sinh(p)]
= jartanh(siny) (C.88)
¢ = —jarsinh(tar) (C.89)

aquivalent. Aus der spezifischen Beziehub@7 kann man durch Vergleich mit Berential-
gleichungC.70sofort den Multiplikator und die zugeordnete Modulgleichung (vom Griag)E
ablesen.

Die Bestimmung des Periodenverhdltnisses ist mit diesen Werten kein Problam me

K _KK _K@) _AN

K ~K®K) K@ A

(C.90)

Die rationale Beziehung zwischenundy ist schon in der Substitutiof.19 enthalten, wenn
man (wie immer) Gleichung.76sowieC.77berlcksichtigt.

. . . sind
sing =jtand = j———
V1-sirto
X=]j y
1-y?
y=] X
1-x2
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C.4.6.2. Reelle Transformation

Jicosr’s reelle Transformation nach folgender Gleichung

sn(u; k) = %sn(ku; §) (C.91)

ermdglicht es, bei allen elliptischen Funktionen auch Modul€l zuzulassen.

Beweis. Ausgehend vom Argument des Integralg )

b
J1-K2sirty

nimmt man die Substitution séth= ksing, welche ja eine algebraische Beziehung erster Ord-
nung, ndmlicty = kxverkorpert, vor. Mit der Ableitung®) dy = kcosp/ cosd erhélt man wieder
die typische Diterentialgleichung

do 1 cosvdo
[1-K2sir o B R'co&:go\/l—sinza
_1 do
k cosp
_ %.—de (C.92)

V1-k-2sirfg

aus welcher nur noch die Paramebrund 2 konform zu GleichungC.70 abgelesen werden
missen. mi

Beweis. Mit den allgemeinen Beziehungéh76undC.77sowie der vorgenommenen Substitu-
tion sing = k™1 sind ist der abschlieRende Beweis moglich.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

s =sing = S = ont = gan(

C.4.7. Quadratische Transformationen

Quadratische Transformationen sind durch eine Modulgleichung vor G£a2 bestimmt’
also durch Periodenverhaltnisse wie z. B.

S (C.93)

C.4.7.1. Lanpen-Transformation

Die Lanpen-Transformation ist wahrscheinlich der bekannteste Vertreter allerrgtischen

Transformationen/{S72, 17.5], | , 82242], | , 838], | ) 8§8254], | , 1V,
87, [ , 11-7, 8 5]. Sie ist gekennzeichnet durch die “Periodenbezietminge
K=2MA, K =jMA’ (C.94)

welche eine Teilung der ersten (also reellen) Periode durch zwei amzéig

Transformationsbeziehung Die mit GleichungC.94 verbundenen Transformationsbezie-
hungen sind®

37Eine schone tabellarische Ubersicht aller 18 quadratischen Traratforran in ihrer Standardform ist ity 76
§252, §478t.] zu finden.

38Deshalb wird diese Transformation auch als reelle Multiplikation der Pari@tbaltnisse bezeichnet.

39Ein sehr eleganter Beweis von Forn@B5 mit Hilfe der Theta-Funktionen ist in/] | zu finden. Auch eine
geometrische Interpretation der Transformationsbezieluagist moglich, vgl. | LIV, 871, [ 1 8§420].
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C.4. Modultransformationen

(A +K)sn; Kyen(u; k)

Uy —
sn(gz: 4) T (C.95)
1-K
A= ik <k (C.96)
1
=1k (C.97)

Beweis. Beschrankt man sich auf die Periodenrechtecke um den Koordingpenog dann lie-
gen die Nullstellen von snofM; 1) bekanntlich beu = 0,+2MA, was nach den Periodenverhalt-
nissen laut GleichunG.94aquivalent zw = 0, K ist. Demzufolge liegen die Nullstellen bezlig-
lich xbeix =0,+1. In gleicher Art und Weise ergibt sich fiir die Pole- 2MA £jMA’ = K £jK’
und entsprechend fix

X =snK=jK’; k) = % .
In Bezug auf den allgemeinen Losungsansatzes muf} es sigh:flifx; k) also um eine Bezie-
hung der Form

1-x2

= A%x?
y 1-k2x2

(C.98)

handeln. Um nun die Werte fur den Multiplikatdt, das Modull sowie A zu bestimmen ist es
glnstig in beiden Lésungsanséatzen das Verhafthizu bilden und dann gleichzusetzen.

| 1-x2 _ snu/M; )
A 1-k2x2 = snu; k) (C.99)

Setzt man nun noch die drei ausgewéhlten Weetek /2, u= 0 undu = jK’ ein, dann sind die
(ebenfalls drei) Unbekannten leicht zu bestimmen. o

1. Ander Stellai = K/2 = MA nimmt nach Gleichung.38der elliptische Sinus (und dem-
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

zufolge auchx) den Wert (1+k’)~%/2 an und es gilt

k/
—— = V1+k
Trk—ke T
A=1+K.

a) Setzt man nun den Waut= 0 und folglich auchx = 0 in GleichungC.99ein, dann
wird wegen der Unbestimmtheit des rechtsseitigen Ausdrucks eine Grehewe
stimmung nach der Regel vorebBiouLLi-L'H ospitarL notwendig.

. snu/M; )
A:H—% sn; k)
_ s (u/M; Q)
w0 sr(u; k)
1 . cnu/M; A)dn(u/M; 1)
u—=0  cn(u; K)dn(u; k)

2|~ Z|

b) Den dritten Wertu = jK’ = JMA’ kann man beim rechtsseitigen Grenzibergang
auf den vorhergehenden Fall zuriickfiihren, wenm siK’; k) = k-*ns(u; k) bzw.
snU/M +jA’; 2) = - Ins@/M; 1) nach TabelleC.3 beachtet wird. Um auch den
linksseitigen Grenzwert ermitteln zu kénnen, sind vorbereitend noch Zahk
Nenner durchx zu dividieren.

. x2-1 . snu/M; Q)
lim Ay ——S = lim ———=
X—00 x2-k2 u-jk sn(; k)

1 snu+jA’; 2)
KM~ u-0snu+jK’; k)
A, snUu/M; Q)
kM = kHTo sn(u; k)
A
kM = M
ez ATk 1-K

1+K)2  1+K

Eine weitere interessante Darstellung der Transformationsbeziehunggktiméenn man die
Verschiebungsrelation amnf K; k) = cd(u; k) zu Hilfe nimmt.
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C.4. Modultransformationen
sn(y; 4) = (1+Kk)sn@; k) snu+K; k)

In aquivalenter Art und Weise kann auch die folgende Formel abgeleiteten, wenn man die
Periodenbeziehungen 94 der Lanpen-Transformation beriicksichtigt.

SN — A; )sn@ +A; 2) = —[(1+K)sn(u+5; k) sn(u-%; k)]2

Funktionsverlauf ~ Der Verlauf der Transformationsbeziehupg f(x; k) entsprechend Glei-

chungC.98
ne [ 1%

ist in AbbildungC.10grafisch dargestellt.

Im Gegensatz dazu zeigen die einzelnen Bilder in AbbildDrd.die Aquivalente Parameterdar-
stellung nach Gleichun@.76undC.77. Der Parameteu lauft wieder auf dem Wegabschnt

in Abbildung C.8avon 0 nachK, dann auf dem Teilstic® bis K +jK’ und zuletzt bis zum
Punkt K +jK’ (bzw. rickwarts nachq’).

Das Modul 2 Um eine Vorstellung vom Verlauf der Modulgleichuig= p(k) zu bekommen,
wurde FormelC.96in Abbildung C.12grafisch dargestelft

Aus der Modulbeziehung.96 kénnen aulRerdem die folgenden nitzlichen Vertauschungsrela-
tionen abgeleitet werden.

C1-a4 2
Lrki=1+ 144 1+41
2
1+A= C.101
* 1+k ( )

4Owegenk > 1 wird diese Darstellung auch adsifsteigendé anpen-Transformation bezeichnet (das Modul auf der
rechten Seite der Gleichung ist groR3er als das auf der linken). Ausafmitidbnsgleichung®.1des komplemen-
taren Moduls ergibt sich folgerichtigf > k’.
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y
0 i
YN L R
T SUOOSRROSSRUNSSSRE 5 SSSRIN SR S0 SR
0 i '
B R R PR iRl EEEEEREEEEE ;«\ ---------------------------------
7 S e --------------------------
— — — X
T = -1/k -1 0 1 1k =
Abbildung C.10.: Lésung derAxpen-Transformatiory = f(x; k)
1.0 S —— o
y ) ol T X 1
X ___________________ )_(__.
05 5 Im{y} 0
y
| |
0¥ — -0
0 K/2 K 0 K /2 K’ 0 K/2 K
u— vV — vV —
(8 0<ux<K (b)u=K+jv (Qu=K+jK"+v
Abbildung C.11.:

144

lanpen-Transformation in Parameterdarstellung



C.4. Modultransformationen

A
1.0
0.5
0 T I T T T T T T T T T T T T T T T T T k
0 0.5 1.0
, . 1-K
Abbildung C.12.: Modultransformatioh= ik

Gebrauchliche Darstellungen fur das Mo#dind aul3erdem

o q (1oAY @ )?- -
- _(1+A) " (1+2)2
. 4
T (1+2)?
k=%¥%=(1+w)v1 (C.102)

= A1+K)?

die wegen der Symmetrie von Forntgl96aquivalent auch fur’ gelten.

’ _ \/W_ 4
A._1+w._a+ayWZ (C.103)

Eine weitere nitzliche Formel firist die folgende

LS LAY
\1+k) k)7
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die sich aus der Multiplikation von Gleichuriy96mit 1+ k’ bzw. 1- k’ unter Bertcksichtigung
der Definition des komplementéaren Moduls in Forrel ergibt.

Beziehungen fir cn Die Transformationsbeziehung fir afi¢1; 1) lautet

1— (1+K)sré(u; k)

onGa: 4) = dn(u; k)

(C.104)

Beweis. Ausgangspunkt soll Definitionsgleichurig31 sowie die Lanpen-Transformation des
elliptischen Sinus’ in FormeC.95 sein. Nach Kombination beider Gleichungen multipliziert
man zuerst alle Terme aus, extrahiert danaehk(Jsré(u; k) und vereinfacht abschlieRend durch
Anwendung des binomischen Satzes.

crP(; A) = 1-srf(; A)
_dré(u; K) - (1+K)2srP(u; k) cré(u; k)
- dré(u; K)
1 (1+K)(L-K)sSrR(U; K) — (1+K)2srR(u; k) + (1+ K)2srf(u; K)
- dré(u; k)
_1-2(1+K)sr(u; K) + (1 +K)2srf(u; k)
- dré(u; K)
_[1-(1+K)sn(; k)]
- dré(u; k)

Beziehungen fir dn Die Beziehung fir dn kann ebenfalls ausgehend von der des ellgtisch
Sinus’ in GleichungC.95und mit Hilfe seiner Definitionsgleichung.32ermittelt werden.

1—(1-K)sré(u; k)

dnGyz; 4) = dn(u; k)

(C.105)
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Beweis.

dré(s; ) = 1- A%srf(4; 2)
,srP(u; K)cré(u; k)
dré(u; k)
_dré(u; K) — (1 K)?sré(u; K) cré(u; k)
dré(u; k)
1- K2sr(u; K) — (1—K')2sr(u; K) | 1— srP(u; K)|
B dré(u; k)

=1-2%(1+K)

Ausmultiplizieren sowie nachfolgende Anwendung des Binomischen Saltagszti

1-2(1-K)srt(u; k) + (1 - Kk)?srf(u; k)
dré(u; K)

[1-a-wsi 0[°

- dré(u; K)

dré(y; A) =

O

Die weitere Umformung der rechten Seite von GleichGng05kann jetzt noch so erfolgen, dal3
sie einzig und allein auf do( k) basiert.

1 K+drd(k) 1 (1-2)+(1+)drP(u; K)
1+k dnu k) 2 dn(u; k)

dn(4: 1) =

Beweis.Fur den Beweis verwendet man am einfachsten DefinitionsgleicBusgund Hilfs-
formel C.2

1-(1-K)sré(u; K)
dn(u; k)
1+K = [1-dré(u; K)]
1+ k)dn(; k)
_ 1 K+dr(uK)
1+k dn(u; k)

dn(y; A) =
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Trigonometrische Beziehungen Bezuglich Diferentialgleichung’.70ist die Lanpen-Transformation
durch die Substitution

(1+K)sing cosp

J1-Kesirty

sing =

(C.106)

gekennzeichnet. Mit der Beziehung fur doppelte Winkel @&% sing cosy ist &quivalent dazu

1 sin2p
4 hoiesitg

Aus GleichungC.104ergibt sich folgerichtig fir den Cosinus

sing =

_1-(1+ K')sirf ¢ _ cofp—K sirf ¢
J1-K2sirf ¢ J1-K2sirf o

und mit dem Theorem sty = %(1— cos 2p) sowie der Modulbeziehung.96

cosd (C.107)

1-kK'+(1+K)cosp 1 ' A+C0S2p
Jimesite 1Y i iesigg

Insbesondere fur numerische Berechnungen hat der trigopnometiiacigens Bedeutung. Die
entsprechenden Beziehungen kdénnen direkt aus FdrraélsowieC.104gewonnen werden.

cosh = &
S 2

_sinf _ (L+K)sinpcosp  (1+K)tany

tané = = C.108
cos¥  coRp-Kksity 1-Kktarte ( )

Eine weitere oft verwendete Darstellungsvariante auf der Grundlay€aagyens ist
tan@-¢) =K' tany . (C.109)

Beweis. Ausmultiplizieren von Gleichun@.108gefolgt von Umstellen nackf tang ergibt
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(1-K tarf ) tand = (L +K') tang
tand — k' tangtarf ¢ = tang + k' tang
tand — tany = k' tanp(1 + tanftany)

K tan, = [2N0—tane
Y= 1+tandtang’

Mit dem Additionstheorem tan(- ) = % kann man nach tag¢ ) auflosen.

tan@ - ¢) = k' tang.

Eine ebenfalls oft zu findende Darstellung mit Hilfe des trigonometrischaeisSautet:

sin(2p —6) = Asing (C.110)

sin[e - (60— ¢)] = Asin[p+ (6 -¢)] .

Beweis. Sie kann aus Gleichung.109abgeleitet werden, wenn man die trigonometrische Pro-
duktformel sinecos3 = 1/2[sin(a + B) + sin(@ — )] anwendet.

sin@ - ¢) W sing
cosf - ) CoSp
sin@ — ¢) cosp = k' cos@ — ¢) sing
sing —sin(2p — 0) = k' sind + k' sin(2p — )
(A+K)sin(2p-6) = (1-K')sing

’

9“%—@=%}E$M
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Beziehungen fur F(p; k) Aus den allgemeinen Transformationsbeziehungefy und C.76
sowie FormelC.97resultiert sofort folgende Darstellung

u=F(p; k)= MF@; 1) (C.111)
F@©; 1) = (L+K)F(g; K) . (C.112)

C.4.7.2. Gauss-Transformation
Die Gauss-Transformation realisiert im Gegensatz zuxben-Transformation (welche die reel-

le Periode teilt) eine Division der imaginéren Periode durch zwei[ 0, § 39], [ ) §246].
Sie wird in vielen Literaturquellen durch folgende Gleichungen beschriebe

u . =
sN(gz: 4) T ks K) (C.113)
1
2vk
=T (C.115)

Es ist nun relativ einfach die &&ss-Transformation mit Hilfe der elliptischen Funktionen direkt
aus der lanpen-Transformation abzuleiteft.

Beweis. Nimmt man als Ausgangspunkt Gleichuad@5der Lanpen-Transformation und ersetzt
snu; K)cd(u; k) mit Hilfe von GleichungC.52, dann ergibt sich

1+K  [1-dn(2; k)
ULy =
SNGrs ) = = \ T+dn@s K’

41Haufig wird diese Transformation deshalb auchadisteigendé anpen-Transformation bezeichnet.
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C.4. Modultransformationen

Quadrieren und Umstellen nach dofR) fuhrt zu einer ersten recht bekannten Gleichung der
Gauss-Transformation.

ASIP(%; )[1+dn(2s; K)] = 1-dn(2u; k)
dn(2s; K)[1+ AsrP(; )] = 1- srP(; A)

1—asrt(u/M; 2)

dn(2s k) = 1+ Asré(u/M; Q)

(C.116)

Will man die Beziehungen fur den elliptischen Sinus ermitteln, dann ist auf demiSkite noch
sn(2; k) zu extrahieren. Dazu verwendet man am am einfachsten Definitiortsghgj€.32der
Delta-Amplitude sowie HilfsformeC.102

1-K2srf(2u; k) =

1— Asrf(u/M; A)T
1+ Asré(u/M; Q)

[1+ Asr(u/M; )] - [1- asrRu/M; )]
[1+ AsrR(u/M; )]
42sre(u/M; 2)
[1+ ASrR(u/M; )]
(L+)sn@/M; Q)
1+ Asré(u/M; Q)

K2srf(2u; k) =

K2srf(2u; K) =

sn(d; k) =

Nimmt man zuletzt noch die Ersetzungen

u
Ug =11
Ug
— =2u
Mg

k=1 (Kg=A)

vor und bezieht die Transformationsbeziehung@e®t, C.97, undC.96mit ein, dann erhalt man
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

die Beziehungen der ss-Transformatiorf

u
_ _ 9
u=ugM =

2Mg
1 1+k 1 1
Mg:—: = =
2M 2 1+21  1+kg
L2V _ 2k
97140 14k
_1-k 1-44
k‘~’_1+k'_1+ﬁgJ

Beziehungen fir dn Fir die Delta-Amplitude dn ergibt sich die Transformationsbeziehung
recht einfach aus Zwischenform@l116 wenn Gleichung-.34in der Form

K2srf(u; k) = 1—dré(u; k)

bertcksichtigt wird.

1—ksre(u; k)

1+ksré(u; k)
k—[1-drP(u; k)]

= C.117
k+[1-drP(u; k)] { )

dn(; 1) =

Beziehungen fir cn Die noch ausstehende Beziehung fir cn lautet

42Um die Eindeutigkeit bei der Darstellung der Zusammenhénge mit shsel-Transformation zu wahren, sind
alle GroRRen aus den Formeln dexuSs-Transformation mit “g” indiziert worden
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C.4. Modultransformationen

cn(u; k) dn(u; k)

Uy =
NG D= T R b

(C.118)

Trigonometrische Beziehungen Die gesuchte Beziehung fiir den Sinus erhalt man wieder
durch direkte Umsetzung von Transformationsbeziehtirig 3mit Hilfe der trigonometrischen
Aquivalenzen in Gleichung@.70sowieC.30

(1+Kk)sing

sing =
1+ksirte

Eine eng mit der Guss-Form des elliptischen Integrals erster Art (siehe GleichQr&y verbun-
dene Darstellung ist immer die Uber den Tangens. Sie kann aus deregaaggnen Gleichung
sowie dem Aquivalent fur den Cosinus nach For@el18

cosp 4/1-K2sirf ¢

Ccosd =
1+ksirte

gewonnen werden, wenn man dann noch die trigonometrische Bezielmgg=star?y/(1 +
tarf ¢) hinzuzieht.

_sing (1+K)sing

tand = oD
cosp /1 - k2sirf ¢

_ (+Ktang

2 tarte
1-k 1+tarf o

1+tarfgp
=(l+ktang | ————— C.119
e\ 2 tarty (C.119)

Periodenverhéltnis  Die Bestimmung des Periodenverhéltnisses gestaltet sich ausgehend von
den Periodenbeziehungen demben-Transformation relativ einfach. Man muf3 dabei nur Glei-
chungC.94auf die mit einem tiefgestellten “g” gekennzeichneten Gréf3en desssTransformation
umsetzen.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Kg
g

A IMK =9
Kg Ag

29 - "¢ (C.120)
Kg Ag

C.4.8. Erste elliptische Haupttransformation, n ungerade

C.4.8.1. Periodenbeziehungen

Charakteristisch fur die 1. elliptische Haupttransformation ist, daR die resilede 22 = 4AMA
vony = g(u/M; 1) genaun-mal die reelle Periodew2= 4K von x = sn(; k) teilt, die imagi-
néaren Perioden aber gleich sinaktg Teilung der ersten Periodéyvgl. Fally =n, § =1 in
AbschnittC.4.5.

K =nMA (C.121)

K’ = MA’ (C.122)
Das sich ergebende Periodenverhaltnis

N K’

— =Nn— C.123

P ( )

zeigt, dal3 es sich bei der Beziehung zwischamd k um eine Modulgleichung vom Graual
handelt!*

Den Verlauf fiirx undy im Bereich—-K < u < K in Abhangigkeit vom Parameterzeigt Abbil-
dungC.13

43In der Literatur wird der Begfi derersten Periodesehr haufig anstateelle Periodeverwendet, da er besser der
Verallgemeinerung mehrfach-periodischer Funktionen entsprightgz. B. | D.

44Welche der Ungleichung < k geniigt (vgl. AbbildungC.4, in der das Verhaltni& /K’ als Funktion des Moduls
dargestellt ist).
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~~~~~~
‘‘‘‘‘

(@)nungerade (b) ngerade

Abbildung C.13.: Verlauf fux undy im Intervall -K <u < K

C.4.8.2. Funktionsverlauf

Fir ungeradeg = n muf3 die Integrationskonstanfeaus AbschnitC.4.5verschwinden, damit
y auf Wegabschnit® in AbbildungC.8areell ist*®

y = sn(g; 4) (C.124)

Der zugeordnete Verlauf des Parametetist fr diesen Fall nocheinmal anschaulich in Ab-
bildung C.14 illustriert (inklusive der positiven Nullstellen und Pole), wobei fett datghte
Gitternetzlinien reelle Werte des elliptischen Sinus’ kennzeichnen.

Der Funktionsverlauf vog = f(x; k) ist in AbbildungC.15dargestellt.
Er ist direkt aus dem Gitter in Abbildun@.14erklarbar, wenn man folgendes bedenkt:

1. Auf Wegabschnit® lauft x von 0 nach 1 entsprechend von 0 bi§), wahrendy wegen
GleichungC.121genaun-mal die reelle Viertelperiode des elliptischen Sinus durchlauft
und dadurchr{—1)/2 Nullstellen erzeugt®

2. Auf Wegabschnit® lauft x von 1 bis Yk (siehe auch Tabell€.5). Da die imaginaren
(Halb-) Perioden vo undy nach FormelC.122aber gleich sind, bewegt sigliiquivalent
von 1 bis JA.

3. Auf Abschnitt@® des Weges von herrschen ahnliche Verhaltnis wie auf dem Ersten, nur
daRy hier invertiert ist und so wegen Formel121genau (—1)/2 Pole generiert.

45Nach TabelleC.5 gilt auf diesem Teilstiick = nd(Im()/M; ).
46Dje Nullstelle beix = 0 nicht mitgezahlt.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Yo 00 i 1/A
X 00 . 1/k
K K+jK

n

Reell

Abbildung C.14.: Verlauf voru in der komplexen Eben& & 7, ungerade)
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C.4. Modultransformationen

— X
0 1 1/ —>

Abbildung C.15.: Erste elliptische Haupttransformationriii 7
C.4.8.3. Rationale Lésungsfunktion

Aus den wichtigsten Eigenschaften deiffBrentialgleichungC.70 sowie der Transformations-
funktion, welche in Abschnitt.4.5erarbeitet wurden, hat schon C.Gatod1 in [ ] die fol-
gende spezielle Form der rationalen Transformationsfunktion gesoldef(vgl. auch(
§229], [ , 840]).

1

X2 X2 X2 2
x [-5)-g)ea-g) e 1o I
M (1-KRa2)(1-Kad2)(1-Kadxd)--- M _J & 1-kadx? '

Sie gewdhrleistet insbesondere, daf?

¢ y= f(x; k) eine rationale, ungerade Polynomfunktion der Far(w)/V(X) ist;

e das Verhalten fir reziproke Argumente der Afk& konform zu Gleichung_.81 erflillt
werden kann;
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

o sowie die speziellen Wertg(0; k) = 0 und f(1; k) = (-1)("1/2 realisierbar sind’

C.4.8.4. Nullstellen (Koeffizienten)

Offen ist unter anderem die Bestimmung der fiaéentena;, welche sowohl zur Berechnung
von M als aucht benétigt werden. Dazu mul3 man sich tber die Lage und Anzahl der Nultstelle
in GleichungC.125klar werden.

1. Die durch GleichundC.125reprasentierte Funktion hat Nullstellen, wobei (- 1)/2
davon letztlich die Koffizientena, erzeugen.

2. In der gleichwertigen (elliptischen) ParameterdarstellGng/, also iny = snu/M; 1),
mussen diese Nullstellen ebenfalls enthalten sein.

Die Koeffizientena, der rationalen Transformationsgleichuigl25sind nun folgendermafien
bestimmt

a,=sn(vk;k), v=246,..n-1. (C.126)

Beweis. Kennt man die Nullsteller, von GleichungC.125 dann kennt man auch die Kibei-
entena, darin*8

a, =X, v=2,4,6,....,.n-1

Die reellen Nullstellen, die alle im Bereidh| < 1 bzw. |u| < K liegen, ergeben sich aus der
elliptischen Parameterdarstellung fiir

y=sn(3:4)=0
u=vMA,  =0246,..,n-1

sowie der furx in Verbindung mit den Periodenbeziehungen.

4"\\obei der Wertf (1; k) = (-1)™1/2 durch den MultiplikatotM angepaft wird.
4B\Wobei an dieser Stelle nur die positiven und von Null verschiedenenthligis betrachtet werden.
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Xy = sn{U,; K)

x,=sn(v& k)<l  =0246..,n-1 (C.127)

C.4.8.5. Polstellen

Die n—1 reellen Pole ermitteln sich nun recht einfach, wenn man in Gleickuhg5die Pro-
duktterme des Nenners Null setzt.

T
¥ ka,  kx
1 1
X, = >=.  =246,..n-1 (C.128)
ksn(vX; k) K

Zum gleichen Ergebnis gelangt man, wenn die elliptische Darstellung mittels Gigjch76
undC.77als Ausgangspunkt genommen wird. Die Pole liegen ddfemsichtlich auf dem We-
gabschnittd laut AbbildungC.14bzw. TabelleC.5, und zwar beu, = K +jK’ + vK/n.

C.4.8.6. Extremwerte

Die lokalen Extremwerte, deutlich sichtbar auch in Abbildahg5 liegen bei

Xe = SnUg; k) = , v=135,...n-2

Ve =Sn(E; A) ="

H
NI
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Beweis. Die Bestimmung der Extremwerte kann (wie Ublich) mit Hilfe der ersten Ableitung
vony = f(x; k) erfolgen. Bedenkt man aber, dgf f(x; k) ja die Losung der DOferentialglei-
chungC.69ist, dann kann man mit Blick auf Form&l 7 1sofort zur Bestimmung der Nullstellen
von dy/dx Ubergehen.

dy 1 on(y; A)dn(g:A)
dx M cn@u; kdnu; k)

Die Kombination der Nullstellen von ca(M; 1) und dn(/M; Q) fihrt nach TabelleC.1 fiir u
zu den Extremstellen

u_I\/EI =2n+ DA +jCN, nleZ
K . |
Ue = (2n+ 1)5 +jlK’.

Bertcksichtigt man die Auspragungen des elliptischen Sinus’ fiir spegigjlenente nach Ta-
belleC.2, dann kann der Beweis abgeschlossen werden.

e 0 +sn(vE; k) (v=1,3,5,...n—2; ¢ gerade)
Xg = SNUE;, =
J_r%ns(,uﬁ;k) (u=1,35,...n—2; £ ungerade)

+1 (v=1,3,5,...n—-2; 7 gerade)
Ve =Sn(5; A) = .
++  (u=135,...n-2; { ungerade)

C.4.8.7. Beziehungen fir die elliptischen Funktionen
Transformationsbeziehung fir  sn Die Transformationsbeziehung bei Verwendung des el-

liptischen Sinus’ ist direkt in Gleichun@.125enthalten, wenn mar undy entsprechend der
BeziehungerC.76undC.77ersetzt.
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o 1_ st k)
sn(u K) srr(vK/n; k) (C.129)
v=245,. 1—K2sr?(vE; k) sr(u; k)

sn(y: 4) =

Aus der letzten Darstellung der Transformationsbeziehung laRt sichdéitimearfaktorzerle-
gung mit Hilfe der Pol- und Nullstellen gewinnen.

X n-1 —;(:—2
Y=~ PN
M| 246, 1 KX
n-1
y= X l—[ 1 (X=X%)(x+ xv)
M Jae. [ (= )0 )
n-1 K s (X_ XV)(X+ Xv)
— _1 __M o o
y=EDEAM ] 1 ooeeo)

Weitere interessante Darstellungen der Transformationsbezighi@§ergeben sich bei Vor-

wegnahme von Gleichun@.138

n-2 n-1
13 (v =M SI"F
v=135,... v=246,..
sowie MultiplikationsformelC.47.
onge: = SN n-1 1 sPRik)-sruk)
M M Jae. SP(vE k) 1-K2sr?(vE; k) sre(u; K)
. n-1
- (-1 sn@: k) ]_[ sn(u+vE; k) sn(u-v&; k)
n-2 n
I Snz(,,ﬁ k)v 246,
v=135,...

ni [ 4 1 K K
=(-1)"z ,/Esn(u; k) sn(u+vE; k) sn(u-v&; k)
24,

v

(o]

-1
=(-1)7 \/i ln_[ sn(u+v%; k)
y=—(n-1),—(n-3)....
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Transformationsbeziehung fir cn Die Beziehungen fir cn und dn kénnen z. B. abgeleitet
werden, indem man die Pole und Nullstellen der (ebenfalls) rationalen Rog/od (u/M; ) =
1-y2 und drf(u/M; 2) = 1- 2%y2 ermittelt. Beide Funktionen haben die gleichen Pole, wie der
elliptische Sinuy = snu/M; 1) = U(X)/V(X) fur diesen Fall.

_V2(x)-UA(X)
2o V2(X)— 22U?(x)

Zur Bestimmung der Linearfaktoren des Zahlers wird zuerst der elliptiSoseus cnf/M; 1)
betrachtet, dessen Nullstellen beir 21)MA = (2v + 1)K/n mit v € Z liegen. An diesen Stellen
nimmtx nach Gleichung.76die Werte sii(2v + 1)K/n; k] an. Da der Grad des Zahlerpolynoms
genau dem von entspricht Iaf3t sich folgende Linearfaktordarstellung angeben, diesaben
vom VorfaktorA eindeutig bestimmt ist.

4i1_—[1 [X—Sn(u%; k)]
1-y? = cri(4; 1) = A n_jl,a,s,.. 2
il [kt (7]

Wegen der Symmetrie Sk u; k) = snK + u; K) und der Spiegelungsbeziehung E2u; k) =
—sn(XK + u; k) kann man den Zahler vereinfachen.

Cr(; A) = A(1-x7)

v=2,4,6,.
nI:IZ [1 2 2
n-2 _ ~ semK/n; k_)]
-135..
= A2(1-x3) st (1 k) ”n_l -
u=135 1 [1—k25r12(v5 k)xz]
y=2,4.6,

Aus dem schon bekannten Funktionsweg f(0; k) = 0 entsprechend Abschnitt.4.5 For-
mel C.82kann man abschlieRend den Vorfakfoermitteln
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n-2
1=A? st (u%; k)
u=135,...
A = !
n-2
K.
iy Sn4(,u - k)

und damit die Transformationsbeziehung fir cn angeben.

T 1-_sfuk
u=135,. SP@uK/m; k
[l 1-k2sre(v&; K)sre(u; k)

v=2,4,6,... :

cn(ygs 4) = en(u; K) (C.130)

Transformationsbeziehung fir  dn Fir dn kann man in gleicher Art und Weise verfahren,
also beginnend mit der Bestimmung der Nullstellen. Wegemdj’; k) = —jcs(v; k) nach Ta-
belle C.3 liegen die Nullstellen (beziglich) bei (27 + 1)MA +JMA’” = (2v + 1)K/n+ jK’ mit

v € Z. Da aber (vgl. ebenfalls Tabel® 3) fir sn die Beziehung su¢ jK’; k) = k-tns; k) gilt,
nimmt x an den Nullstellen die Werte ! ns[(2v + 1)K/n; K] an. Nun ist man (wie beim ellipti-
schen Cosinus auch) in der Lage eine entsprechende Linearfaktettlang anzugeben.

4n-1
x—k~tns(uX; k)
1_/12y2 — dnz(%, /1) _ BZ n=135.,...
”1211 [1— kzsn?(vﬁ- k) x2]2
v=2,46.... n

n]:[2 [x2 —k2n& (,u%; k)]

_ BZ (X2 B k_2) p=1,35,...

2

1 [1 —k2sr? (v%; k) XZ]2

v=2,46,...
Aus dem Funktionswest= 0 an der Stellex = 0 kann man wieder den Vorfaktor bestimmen.
n-2

B2=-I2 [ ] Kisrf(uk;K)

p=13,

(4]

yeen
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Einsetzen und Ausmultiplizieren des Zahlers liefert das Ergebnis

nﬁz [1 —K3sr? (y% ; k) xz]z

4=135....

n-1 2
v:zgl,e,... [1— k2sr? (v%; k) XZ]

drP(; 4) = (1-k*4)

n-2
M 1- kzsnz(u%; k) X2
dn(d: 1) = VI- K22 ,,:?‘,3,5,... (C.131)

1
v=2£11,6,.” 1-k2sr? (v%; k) X2

nﬁz 1-K2sr? (u; k) sré(u; k)
dn(¥: 1) = dn(u; ) 2>
[T 1- kZSnZ(v%; k)an(u; K)

v=2,4.6,...

(C.132)

C.4.8.8. Der Multiplikator M

Mit dem Funktionswery = (-1)"1/2 an der Stellex = 1 kann man den MultiplikatoM in
GleichungC.125recht einfach bestimmen (vgl. auch allgemeine Aussagen in Abschdith
FormelC.82.

1 _
M| 2ap. 1-Ko&
n-1 )
n 1-
M = (-1)% > (C.133)
v=2,4,6, 1-k%a;

Mit der Formel fur die Koéizientena, ergeben sich neue Darstellungsmdglichkeiten sowohl
fur M als auchl. Dazu soll mit Hilfe der Verschiebungsrelation Kn{ u; k) = cd(u; k) nachC.3
zuerst der folgende (mehrfach auftretende) Term vereinfactiemer
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11—_k22220d2("%;k)’ y=2,4,6,....n-1
= SnZ(K—v%, k)
= snz((n—v)%; k)
= st (u5: K). p=n-2n-4,..531 (C.134)

Jetzt kann ausgehend von Gleichuhd 33der Multiplikator M konkretisiert werden.

n-2

. 1 srP(u; k)

7 1 1-a2 =135, n

- ] 2 g i
v=246... v 1 s(v&ik)

v=2,46,...

=

(o))

C.4.8.9. Das Modul 2

Aus der Eigenschaft der Unverénderlichkeit vorff®ientialgleichungZ.69fur x := 1/kx und
y:=1/ay nach FormelC.81kann man das Modul ermitteln.

-1 -1 2
1w [ at-k h (1—a3) (C.136)
v=2,4.6.,... v=2,46.... 1-k2aZ

Beweis. Dazu geht man wieder von Gleichufgl25aus und nimmt darin die entsprechenden
Substitutionen vor.

1 1 = o1- k2;gx2
Lt .
dy kM v=246.. 1-%

Da auch hier die Bedingung= f(1; k) = (-1)™1/2 erfiillt sein soll (vgl. spezielle Werte nach
FormelC.82), kann man, wenn Gleichung.133hinzugenommen wird, schreiben
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1 1 ﬁ 1- gz
- _— -
4 kM v=2.486,... 1-a
n-1 2
1-
1=KM el (C.137)
v=248.... 1- ka2
n-1 n-1 )
1-
kM [] k& >
v=2,46,... y=246,. 1~ k*a;
n-1
A= M%" al
V=246,

Setzt man nun die Darstellung flit nach FormeC.135in GleichungC.137ein, dann erhéalt man
recht schnell eine Darstellung fidy die nur noch von den Kdgzientena, abhangt. Dazu werden
Zahler und Nenner auBerdem mit rikfta? multipliziert und dann mittel&[1) 5,5 k? = k"
weiter vereinfacht.

n-1 2 1- i
n- 1— 2
ey f] 22 e
v=246,... 1- k2a2 1-k ay
n-1 2 2
n- 1- -1
=(-1)7k 5 22aV ' asz
V=246, keac-1 1-Kk%a;
n-1 2 \2
n 1-
A= (-1)7K" ( ?2)
v—246,. \ 1 -K&
m|
Wie auch in [ ) § 23] dargestellt, fihrt (unter Zuhilfenahme von Forriel 39 Einsetzen
der Kodtizientenbeziehun@.126zu der folgenden bekannten Form flir
n- n-1
A=K sift (vE; k) = MK sif! (vE; k) . (C.138)
v=135 v=2,46....

I
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C.4.8.10. Das komplementare Modul A’

Die Beziehung zwischen den komplementaren Modulen kann direkt auh@Ghgi€.132abge-
lesen werden, wenn man dort den speziellen WerK (also dnfiA; 1) = A’) einsetzt.

- _ k2 K. n-2 K
V=K #—11,;[,5, 1-KesrP i K K u—lg,s, dre (ufs; k)
V_SQZ, 1-K2sr(vK; K) y::j& dre (v K

Mit dn(K —u; k) = k’'nd(u; k) kann man diese Relation bei entsprechender Umindizierung sogar
noch weiter vereinfachen.

k’ nl:[2 k/2
n=135,...

n-2 K. n-1 yﬁ'
1l dnz[(n y)n,k]vzzgewdnz( n,k)

pu=135.,...
k/n

C.4.9. Erste elliptische Haupttransformation, n gerade
C.4.9.1. Funktionsverlauf

Fur gerades = n mul3 die Integrationskonstar@eaus AbschnitC.4.5die reelle Viertelperiode
C =Q/2=MA annehmen (vgl. auch Tabel&6),

y =sn(g +A; 1) = cd(iy; ) (C.139)

damity = f(x; k) eine gerade Funktion und auRerdem auf Wegabsa@nitt Abbildung C.8a
reell ist. Der zugeordnete Verlauf des Paramaidisklusive der positiven Nullstellen und Pole)
ist dazu nocheinmal anschaulich in Abbildu@dL6illustriert.

Der Funktionsverlauf voy = f(x; k) entspricht prinzipiell dem fiir ungeradhe nur der Funkti-
onswert an der Stellg = 0 ist wegen der Verschiebung entlang der reellen Aghsd (siehe
AbbildungC.17).
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Reell

Abbildung C.16.: Verlauf vom in der komplexen Ebene & 6, gerade)
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4»8

.....................................................................................

0 11/k —>
Abbildung C.17.: Erste elliptische Haupttransformationriii 6

C.4.9.2. Rationale Losungsfunktion

Aus den wichtigsten Eigenschaften deiffBrentialgleichungC.70 sowie der Transformations-
funktion, welche in Abschnit€.4.5erarbeitet wurden, kann man wiederum auf die Form der
(diesmal geraden) rationalen Transformationsfunktion schlieemn/[0, Tab. XXII].

Y - ) (- Kald)(1-Keadd) - _EL 1-K2a2x? (C.140)

Sie erfilllt unter anderem auch die speziellen Wé(@: k) = 1 und f(1; k) = (-1)"2. Aus dem
Funktionswertf (0; k) = 1 ergibt sich die noch erwahnenswerte Beziehtig:

49Djese Relation ist, wenn man die Kiigientenformel kennt, auch sofort auslén{v%; k)= cd[v%; k] abzuleiten.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen
C.4.9.3. Nullstellen (Koeffizienten), Pole und Extremwert e

Wie schon AbbildungC.16anschaulich zeigt, ist die Lage der Pole und Nullstellen (gegentuber
ungeradem Grad) entsprechend der Integrationskonstaditeam /2 = MA, also firuumK/n
verschoben (vgl. Wegabschnitizund®).

ayzgvzsn(vﬁ'k), v=135,...,n—1 (C.141)

> % (C.142)

Gleiches gilt auch fur die Extremwerte

Xe = iin(vﬁ’k) , y=0,24,...,n-2
iEns(vﬁ, k)
+1
yE: 1 )
i_
A

wobei einer der Werte fiir = 0 beix — oo zu liegen kommt.

C.4.9.4. Beziehungen fir die elliptischen Funktionen

Transformationsbeziehung fur ~ sn Die Transformationsbeziehung fir den elliptischen Si-
nus ist wieder direkt in Gleichung@.140enthalten, wenn maxundy durch die entsprechenden
elliptischen Funktionen ersetzt.

n-1 1- sr?}(<u;k.)
sn@+A )= | | SRV (C.143)

N

135, 1—k2sr?(v; k) sr?(u; k)
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Eine weitere interessante Darstellung der Transformationsbezi€hu@§ergibt sich auch hier
mit Hilfe von MultiplikationsformelC.47.

o 1 sr? (v k) - sr(u; K)
s, SP(iK) 1= Kesr? (v k) srP(ui K

SnGs+A; Q) =

-1 sn(u+vE; k) sn(u-v&; k)

= (-1)? -
y=135,.. s (v&; k)
0 [k n-1
=(-1)2 \/; l_[ Sn(u+v%; k)
y=—(n-1),—(n-3)....

Transformationsbeziehung fur  cn  Ahnlich wie fir den Fall eines ungeraden(vgl. Ab-
schnittC.4.8.7) kann man auch hier vorgehen und erhélt in Folge

n-2 srP(U; k)

Py ,,:251,6,_.. 1- sre(uK/n; k)
en(y +A; 2) = =1 snl; Klenu; k) —— (C.144)
M n]:[ il— kZSn?(v%; k) sré(u; k)
v=1,35,...

Beweis. Auch diesmal kann man die Gleichung fiir cn durch Betrachtung der PdIblultstel-
len herleiten (vgl. Abschnitf.4.8.7). Dazu geht man wieder von einem Ansatz aus, in welchem
eigentlich nur ein Vorfaktor zu bestimmen ist.

an-2
uzo,HA,... X— sn(,u%; k)
T [1-kesre (v k)]’

v=1,3,5,...

1-y? =cré(& +A; 1) = A?

Wegen der Symmetrie des elliptischen Sinus Kipd. h. snK —u; k) = snK + u; k) sowie der
Spiegelungsbeziehung si{(2 u; k) = —sn(XK + u; k) kann vorher noch das Produkt im Zahler
reduziert werden. Lost man dabei aul3erdem die Faktoren#i, n, 2n und 31 heraus, so ergibt
sich
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

n-2 2 K. 2
;4:21}6... [X snz(,u n’ k)]
nﬁ [l— kzsnz(v%; k) xz]z

v=135,...

Cré( +A; ) = —A?XP(1-x?)

Um den VorfaktorA nun zu bestimmen, kann man z. B. den Funktionswerkfér co heranzie-
hen, welcher schon zp= 1/ ermittelt wurde.

n-2 2
L AL PSP ni]
1= = fim A 2
v=1g,5,... [1 —KestP (v k) X2]

”1:[2 [l_snz(yK/n; k12
X\ (1 =246, X
—| ==-IlmA°(—--1

A 2

—>00 n-1
" X s (L —Kesr? (vE; K[
2 -1
(B T st
v=1,35,...
2 n/l/ 2T K.
A :(k 7) Sn4(Vﬁ, k)
v=1,35,

Einsetzen des gerade ermittelten Vorfaktors fiihrt zu einer erstenlgeseh Losung

n-2
X n-1 —21:1[6 X2 - Snz(/.l%, k)
cn(f +A; ) = —k”;le— X2 Sr‘?(V%; k) “n‘_l’ O ’
[ [1 1-Ksr(v; k)x?
y=135,..

welche allerdings nicht gerade tbersichtlich ist. Mit Vofigaiuf die Berechnungsformeln fir
und M (GleichungerC.146undC.147 und deren Beziehung zueinander

n-1 n-2
= (~1)3K" sP(vEik) [ srf(uk:K)

v=135,... u=2.4,

o

.

ist man in der Lage, eine etwas kirzere Form anzugeben.
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n-2 5

P

’ =246.. sluoiK
cn(ﬁ+A;/l)=—/l—X\/1—x2 ”1 (
M I 1-K2sr?(vE; k) x2

SIA

=

v=135,...
mi
Transformationsbeziehung fur ~ dn Die entsprechende Beziehung fur dn lautet:
n-2
M 1- kzsnz(pﬁ; k)snz(u; k)
dn(@ +A; ) = Vdn@u; K 2o (C.145)
[T 1-Kesr?(v&;k)sr(u; K)
v=135,...

Beweis. Auch hier geht man am besten wieder von den Nullstellen aus, welcheextiepd der
Definition fur die elliptische Delta-Amplitude dort liegen mussen, waighi(+ A; A)den Wert

1/2 annimmt. Genau diese Stellen haben wir aber schon als Extremwerte des Fewddmufes
dieser Transformation erkannt. Sie liegen Bei= +k~Ins@K/n; Kmit u = 0,+2, +4,..., was

folgenden Ansatz fur eine Linearfaktordarstellung rechtfertigt

an-2

1 [x— k‘lns(,u%; k)]
1=2,48.,...
1- 222 = drf( + A; 1) = B2—22 -
1 [1— kzsn?(v%; k) XZ]
v=13,5,...

Wieder beriicksichtigen wir, daR snk) eine ungerade Funktion mit der Halbperiod€igt und
extrahieren auRerdem den speziellen WeniigK; k) = = 1flr die Indizes: = n, 3n.

nﬁz [xz —k?n& (,u%; k)]2

n=2,48,...

T [1-kesr (v k)]

y=1,3,5,...

drP( +A; ) = B? (X - k?)

Der Vorfaktor kann z.B. durch Einsetzen des Funktionswertes arstidleu =0, d.h.y =
f(0; k) = 1 bestimmt werden.
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-2
12 B [ [k W
1=2,46,...
-2
B - 320y | sift (u¥; k)
u=2,46....

Mit diesem Ausdruck fiB kann man nun die Transformationsbeziehung faud(+ A; 1)
konkretisieren.

>ﬂ:2§11,.‘.[1—k28n2<~%:k>x2f
n[_]l [1 —k2sr? (v%; k) x2]2
=1,3,5,...

y=

drP(y +A; 2) = 12 (1- k3¢

il 1-k2sr? (ks k) sre(u; K)
dn(@ +A; ) = Vdn@u; K) 2o
i ks sk

v=135,...

C.4.9.5. Das Modul A

Das Modula kann auf den verschiedensten Wegen bestimmt werden, z. B. auchr \sigsle
der Eigenschaft der Invarianz vonfiErentialgleichungC.69flr x ;= 1/kxundy := 1/1y nach
FormelC.81

[N

A1=K" ]n;[ st (vE; k) (C.146)

v=L13,

(4]

boao

Beweis. An dieser Stelle soll zur Abwechslung ein anderer, ebenfalls sehrchimfaVeg, be-
schritten werden. Dazu evaluiert man TransformationsbezieGuntpam Extremwerkg — oo,
wo bekanntlichyg = 1/4 gelten muR3.

174



C.4. Modultransformationen

Il
§.

C.4.9.6. Der Multiplikator M

Der Multiplikator M hat im Fall eines geradenden Wert

M = (—1) . 2235 . (C.147)

Beweis. Der Multiplikator M kann diesmal nicht durch einfaches Einsetzen spezieller Werte
ermittelt werden, da er in der rationalen Fofmnl40 nicht auftaucht. Statt dessen wird hier
die erste Ableitung der elliptischen als auch der rationalen Transformaginiesioing heran-
gezogen und mit deren Hilf¥1 bestimmt. Zuerst wenden wir uns deshalb dem Ausgangspro-
blem der Transformationstheorie, namlicHierentialgleichung.71zu. Um einen relativ einfa-
chen Lésungsweg zu beschreiten, konzentrieren wir uns dabeieaNtitistellenxmbzw. uymit

Um = mK/n=mMA (mungerade).

1
M @-x)a- 1)

Y = 1" (Xm; K) =

Aus dieser Gleichung kann man, weffxm; k) bekannt ist, sofort den Parametdrermitteln.
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1

M= " (Xm; K)CN(Um; K)AN(Un; K) (C.148)

Die erste Ableitung der rationalen TransformationsbezielttiigOkann durch logarithmische
Differentiation gewonnen werden. Dazu seien vorab noch die folgendzfokuen vereinbart
und ihre Ableitungen gebildet.

2

X , 2X
py(X) =1~ a_g P,(X) = —a—g
G(X) = 1-K*alx? q,(X) = —2k2a2x

Es folgt die eigentliche Dierentiation von

Zu

PomK _ <3 'py(x)]' % (%)
fom k) Gt [t P

[ py(X)
v=135,..1 (3

S [pﬂ(x)]" 0(¥)
()| P.(X)

u=135....
1 'pv(x)} (009~ G (IPL(¥)
v=1,3,5,...»qV(X) u=135,.. P (X)9u(X)

L]

Setzt man jetzt die Nullstelbgy ein, dann verschwindgtn(xm) und demzufolge (eigentlich) das
ganze Produkﬂ?;i&a._. p,(X)/q,(X). Da in diesem Fall aber der Summenterm mi m eine
behebbare Unbestimmtheit aufweist (Kirzen ym(x) im Produkt mitp,(x) im Nenner der

Summe), verschwindet der Summenausdruck. Dabei gift €sn) = —2/xm zu berlcksichtigen.
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n-1

o n | Pm(Xm)  Om(m) | 7 Pv(Xm)
£’ (Xm; K) = -
Pm(Xm)  Om(Xm) y=135... o (Xm)
_Po(xm) 7T PoCte)
Pm(Xm) y=135... Ay (Xm)
_ 2 1 T Pl
Xm  Om(Xm) y<135... v (Xm)
1 srP(Um; K)
2 1 e T sy, K

" snUm; K) 1- k2srt(Um; K) 1-k2sre(uy; K)sré(Um; k)

w
[

v=135,.
Vs

e
3

Durch Hinzunahme von Multiplikationsformél.47, kann man (&hnlich wie bei der Transfor-
mationsbeziehung) weiter vereinfachen zu:

(-2)3 -1 sn(m-v)&; k] sn[(m+v)&; K|
sn(m&; k)[1-k2sr (m&; k)| a5, sr?(vE; k)

£’ (Xm; K) =

(-2)2 _n]:[1 sn[(m—v)&; k] sn[(m+v)&; K|
sn(m%;k)[l—kzsn“(m%;k)] nﬁl sn?(v%;k)

v=135,...
v#EM

(-2ptsn(mi; k) T snfm-; ] s

[1-Kesrt(mt; k)| TT sre(v:K)

v=135,...

Die Indizesm-v bzw. m+ v durchlaufen, wenn man sie zusammenfal3t, alle geraden Werte von
m-(n—1) bism+ (n-1), ausgenommen die Werte 0 unah,ZUr die v = m gilt. Mit etwas
Vorstellungskraft fir den Verlauf des elliptischen Sinus und den dagaunerierten Nullstellen
und Extremwerten istféensichtlich, daf? (abgesehen von den zwei genannten) alle y¥efte

(fir geradeg:) einer Halbperiode des elliptischen Sinus’ durchlaufen werden. etuRtterm

im Zahler ist demzufolge auch darstellbar als
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n n-2 %, 5 }2
1 Sn[(m—V)E; k] sn[(m+v)§; k] - :g‘wsn(,u )

v=135,...
vE

o

sn(Zm%; k)

3

Der Ausdruck im Nenner dieser Gleichung kann durch AnwendungVdedoppelungsfor-
mel C.51s0 angepalit werden

n-2 2
n-1 | | | 1-K2srf (m&; K)| ngl sn(u&; k)}
iss. Sn[(m_v)ﬁ’ k] Sn[(mw)ﬁ’ k] " 2sn(m&; k) en(m&; K) dn(m; )

daf die Ableitung an einer Nullstelle nun geschlossen dargestellt werdan ka

1f T srP(ukiK)

£ (e K) = . (C.149)
cn(m¥; k) dn(m¥; k) V:Lrgl’s’msn?(v%; k)
Einsetzen in Berechnungsforniel148liefert (endlich) den MultiplikatoM.
T s(viK)
M = (—l)ﬂ v_if,:,..
#:21’16 sn?(pﬁ, k)
O

C.4.9.7. Das komplementare Modul Kk’

Die Formel fur das komplementare Modkilkann durch Evaluation der Beziehufgl45fir
dn an der Stellg = f(1; k) = (-1)"? ermittelt werden.

_:1;115 1-K2sr? (vE; K)
o _ =35

= n-2
_ K.
#:21;[’6’"_ 1 kZSnZ(u K, k)
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C.4.10. Zweite elliptische Haupttransformation, n ungerade
C.4.10.1. Periodenbeziehungen

Typisch fir die 2. elliptische Transformation ist, daf3 die imaginare Peri®de 2MA’ vony =
g(u/M; 1) genawn-mal die imaginare Periode.2 = 2K’ von x = h(u; K) teilt, die reellen Perioden
aber gleich sindr{-te Teilung der imaginaren Periode, vgl. Fak 1, 6 = nin AbschnittC.4.5.
Es handelt sich bei der Beziehung p(k) also ebenfalls um eine Modulgleichung vom Grad
mit dem zugehdrigen Periodenverhéaltnis

4 s (C.150)

Allerdings kommt wegery = 1 nur der WertC = 0 fUr die Integrationskonstante (vgl. Ab-
schnittC.4.5 in Frage, damit reelle Funktionswerte auf Wegabscl@®itin Abbildung C.8a
bzw. nach Tabell€.5entstehen.

C.4.10.2. Funktionsverlauf

Der Funktionsverlauy = f(x; k) kann mit Hilfe von AbbildungC.18aus dem Verlauf des Pa-
rametersu entsprechend der, in Abbildurig8adefinierten, Wegabschnitte erklart werden. Auf
Abschnitt @ verlaufenx und y ausgehend vom Ursprung im Wesen gleich. Da im Intervall
K <u< K+jK’, d.h. auf Teilstiick®, die imaginare Halbperiod®A” vony = g(u/M; 2) n-

mal durchlaufen wird, existieren dort keine reellen Nullstellen oder Ptddt &essen alterniert

y =nd(Im(u)/M; 2’) auf dem Weg Kk x < 1/k genaun—1 mal zwischen 1 und/k. Auf dem
letzten Teilabschnit® strebty dann kontinuierlich geges.

Der resultierende Funktionsverlagf f(x; K)ist in AbbildungC.19dargestellt.

C.4.10.3. Rationale Loésungsfunktion

Die Form der rationalen Lésungsfunktign= f(x; k) fir die zweite elliptische Haupttransfor-
mation bei ungeradem Grackann ausgehend von Abbildurity18sowie den folgenden Uber-
legungen abgeleitet werden.

1. Es existieren eine einfache Nullstélidbei u = 0 sowien -1 weitere bei jeweilsy, =

50Die Nullstelle ist deshalb einfach, weil die weiteren Ableitungen an dieser Sietieverschwinden.
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|
\ :
Re(y)

Ry

ll\

i
Al
-

i
A \\\\\
AR \

\ \ \\ +
N e
R

L
S A
Nt
S\ N
RS

g
Wl

.\Y\‘st‘. —=
—_—
s

R
TN ‘:\\‘ N

N\ N\
SIRRRERRR
\\\\\\\\‘ =

|-
—

Abbildung C.18.: Parameterdarstellung der 2. elliptischen Transformatier3)
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»8

V[

1
0 1 1/k —» 00
Abbildung C.19.: Zweite elliptische Haupttransformation=7)

+uMA’ = +juK’/n, u gerade.
2. Dien-1 Pole liegen beil, = +jyMA’ = £jvK’/n, v ungerade.

3. Firu— 2K +jK’ gehty gegen Unendlich, was sich im Grad von Zahler- und Nennerpo-
lynom widerspiegeltr{=n" + 1, vgl. AbschnittC.4.3.

4. Sowohly = g(u; K)als auchx = h(u; k) sind ungerade Funktionen, deshglb f(x; k) eben-
falls.

Aus diesen Griinden kann man als rationale Transformationsfunktion

1T 1+ §
y=snh; )= o o 2 (C.151)
v=1g,5,... Tt
mit
a, = s’ K) (C.152)
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angeben.

Beweis. Die vorangegangenen Uberlegungen erlauben es, als Ausgakgfjiutie Losungs-
funktion folgende Form anzugeben.

n-1

H (X_ )&1)
y= Ax”:l

n-1
H (X - )ﬁv)
y=1

Nimmt man die konkreten Werte der Pole und Nullstellen hinzu

X = sn(juyi k) =jsc(ul K) = Jay
Xy =sn(iv& k) =jsc(vE; k) =ja,

und beriicksichtigt das betragsmaRig doppelte Auftreten aller NullstelleRPoied" dann 1aRt
sich die Ausgangsformel konkretisieren.

n-1 n-1 n-1 >

M (e+ad) 0 & 1+%
U=2.46,... u=2.46,.. ' u=246,.. X

y = AX = AX .

n-2 n-2 n-2 2

1 (@+a2) [ a 1 1+%
y=135.... y=135...  v=135.. &

O
Eine weitere bekannte Form der Transformationsbezieluhglist:>?
1 + X 2

X T T2 X 17 1+kadx (C.153)
= == u )
Mu 246, 1tKAE M _Jop 1"‘2—3

51und denkt auRerdem an die imaginare Transformation des elliptischas’ &ach Gleichung.57.
52Sje entspricht genau TransformationsbeziehDrig25fiir die erste elliptische Haupttransformation bei ungeradem
Gradn, wenn man dort imaginare Kéizienten ansetzt.
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Beweis. Beide Darstellungen sind schnell zu beweisen, wenn man auf jeden kakEsthler
bzw. Nenner von Gleichung.151die Beziehung s¢{’ — u; k') = k-1cs(u; k') nach | , 16.8]
anwendet und danach geeignet umindiziert. Beispielhaft wird hier dahkiebene Umformung
fir den Nenner durchgefihrt, wobei der neue Indexn - v eingefuhrt wird.

n-1

2
[T 1+%
X =246, G
=
+ :
y=135... s@(vKW;k’)
o142
+_
_ X u=2,46.,... a,%
- M n-1 ,
1 l+k28(,2(,uKW;k’)X2
u=2.46....

2
n-1 1+ X—Z

_ X a;
- M 222
M u—l,_zl,ls,... 1+kea;x

C.4.10.4. Nullstellen (Koeffizienten)

Die Nullstellen waren der Ausgangspunkt bei der Ermittlung derfikaenten von Nenner- und
Zahlerpolynom in Transformationsbeziehund 51bzw. C.125 Sie liegen in diesem Fall nicht
direkt auf den schon desofteren betrachteten Wegabschditte® von u, sondern auf ima-

ginaren Punkten innerhalb des Periodenrechtecks (vgl. auch Abbildiir3 sowie imaginare

Transformation nach Gleichurig 57, AbschnittC.57).

)g,,:ja,,:jsc(u%;k/), u=246,..,n-1

C.4.10.5. Polstellen

Die n—1 Pole wurden (wie die Nullstellen auch) schon bei der Herleitung der edéiniirans-
formationsbeziehung bestimmt. Sie sind jedoch auch leicht aus Gleichasgabzulesen?

530der wieder Beziehun@.85beriicksichtigtx, - x, = 1/k.
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1+ ==0

)gV:jSC(vK;k’), v=135,...,n-2

n

C.4.10.6. Extremwerte

Die lokalen Extremwerte, welche auch in Abbildu@igl9zu erkennen sind, liegen bei

Xe = SN(Ug; K) :J_rnd(v'%;k’), M=0123,...n-1

Ve =SN(E; A) =

>~k P

C.4.10.7. Beziehung fir sn

Einsetzen der Ka&zientenformelC.152in die rationale Transformationsbeziehund 53flhrt
zu den elliptischen Darstellungen

sn(u K B 1+ (u k) sr(u; k)
1+kes(uk k) sri(u; K)

©u=2,4,6,

G)

1+k2s@ (y_ k’) Sr’?(u; K)
5. 1o (Vi K) s k)

n-1 e |
_snu; K) u:zl,:ll,e,_”l-i_csz (/“t o K ) Sre(u; k)
==

sn(u K)

ZN

v=1,

(A)

n]:[2 1+c(vE k) sr(u; k) |

y=135,...

Die Formeln fir den elliptischen Cosinus und die Delta-Amplitude kann man z/Bh7[,
Tab. XXIII] entnehmen.

184



C.4. Modultransformationen

C.4.10.8. Der Multiplikator M

Der Multiplikator M kann durch Evaluation der Transformationsgleich@ngsloderC.153an
der Stelley = f(1; k) = 1 gewonnen werden.

n-1 1 1
+ 5 1
M o F246 = 1+z _T 14K (C.154)
T on2 - 222 1 .
¢ 1+% 246, 1K gy 1+
y=135,...

Einsetzen der Kd&zientenformelC.152 flihrt zu einer weiteren, bekannten Darstellung des
Multiplikators M.

n-2 ,
v:l!;[,5,...snz(VKF; k’)
M= (C.155)
T sr(uk;K)

u=2,46,...

Beweis. Der Beweis ist nicht schwierig, wenn marfsn créu = 1 beriicksichtigt.

n-1 crruK’/n; K)
_1+ srr(uK’ /n; Ky

1 cnz(vK:/n; k:)
v:lg,s,... T SRR/ K)

=1 seK’ /n; Ky+eruK’ /n; K

u=21,:1[,6,... Snz(:uK,/n; K’
- “ﬁz se(vK’ /n; Ky+err(vK? /n; K)
v=135,.. sre(vK”/n; K')
n-1 n-2

1 K.
— srt(vE k
=246, SPUK” /M K B v=1g,5,... ( n )
n-2 n-1

T sk k)

1
oK I L
y=135,. SPOVK/MK) 546
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C.4.10.9. Das Modul v’

Das Modula kann auf gleichem Wege wie der Multiplikatbt bestimmt werden, nur wird dazu
der schon bekannte Funktionswegt f(1/k; k) = 1/2 herangezogen, vgiC.18 Evaluation von
Transformationsbeziehurigg151an dieser Stelle ergibt sofort

Wieder sind die Beziehungen $¢(-u; k') = k-lcs(u; k') sowie siu+crPu = 1 gefolgt von
Umindizierung im Zahler und Nenner gunstig anwendbar, um ausfihrlerstellungen zu
entwickeln.

1+s(u; k)

I 1+sc?(vKW'; k’)

I cré (v%; k’)

T cr(uf; k)

Ausgehend von der Transformationsfunktion nach Gleichtirigp3kann eine weitere bekannte
Formel fur A ermittelt werden. Sie bezieht Gleichuaygl54fir den Multiplikator M ein und
stutzt sich (genauso wie bei der ersten elliptischen HaupttransformatipbnCv139 auf die
vierte Potenz der Kd&zientena,,.
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n-1 2
1+
o T
j=246,. 1T =
ﬁ 1+ %
=kM 2at
1 2
=246 1+kay
n-1
_ 21N 4
- MK a (C.156)
U=2.46....
n-1
= M2K" SC4(MKF,; k’)
U=2.46....

C.4.11. Zweite elliptische Haupttransformation, n gerade

Da hier genau die gleichen Bedingungen wie fur den Fall ungeraderu@ga gelten (vgl.
Abbildung C.18), sind die meisten Beziehungen ahnlich. Einziger Unterschied bestedriegien
darin, dal® der Grad von Zé&hler- und Nennerpolynom entsprechgyggalit werden muf3.

n-2

1+§
X u=2/486,..
y=snGy: )= (C.157)
1 1+%
v=135,.. &

Der Grad des Nennerpolynoms istder des Zahlerpolynoms- 1, was dazu fihrt, daf3 sich die
Funktion fiirx — oo der Nullinie néhert. Dieses Verhalten ist auch im zugehdrigen Funktions-
verlauf nach Abbildung-.20gut zu erkennen.

Die Koeffizienten bestimmen sich genauso wie fir den Fall ungerader Ordnualgo wie in
FormelC.152 zu

>gﬂ:ja,,:jsc(u*%;k’), u=2,4,6,....n-2.

Gleiches gilt fir den MultiplikatoM, fur den ebenfalls nur der Grad von Zahler und Nenner in
GleichungC.155zu korrigieren ist.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

y
(e¢]
? 0\

1.0 Tk

0 — X
0 1 1/k —»

Abbildung C.20.: Zweite elliptische Haupttransformation i 6

n-1 K
v:lgs,...sr]z(v = k)
T SIP (i k)

1=2,46....

Anders beim ModuR, welches (im Gegensatz zum Fall des ungeragdtier nicht durch Eva-
luation der rationalen Transformationsbeziehung an der Stellgé ermittelt werden kann. We-
gen der jetzt geraden Ordnungst der Funktionswert dort ndmlich 1 ist und nichtil(vgl. Ab-
bildungC.19. Der Wert 2 wird hingegen an den Extremstellen, d. h.liei= (2v+1)K’/n, v e
Z angenommen. Es ist also naheliegend einfach einen dieser \lene)(in BeziehungC.157
einzusetzen.
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n-2 2

X

[T 1+3

1 Xg u=246,.
A M nl 2
[1 1+

a

y=135,. v

n-2 )
n?(K’/n; Ky
1+ seK’/n; K)

M T 14 NPK/n K
y=135..  s¢wK’/n; k)

C.5. Numerische Berechnungen

C.5.1. Der AGM-Algorithmus

Der Algorithmus des Arithmetisch-Geometrischen Mittelwertes (AGM) stellt eifigiente
Mdglichkeit zur numerischen Berechnung des elliptischen Integralg édtéar [ 3 X1,

[ 1V, 87], [ , 117, §6].>* Er ist eine konsequente Anwendung dew&-Transfor-
mation von Abschnit€.4.7.2auf die elliptische Dfferentialgleichung.. 70wiefolgt:>®

1 do do

1+k V1 a2sire /l—kzsinzgo‘

Aus der Lecenpre-Form der elliptischen DierentialgleichungC.70 kann man natdrlich auch
eine entsprechendeaGs’sche Form ableiten. Dazu sollen zuerst die Darstellungsformen von
FormelC.9, C.6, C.7und C.8rekapituliert und auf die Ausdrucke der linken und rechten Seite
von GleichungC.158angewandt werden.

(C.158)

5450wohl C.F. Guss als auch J. knpex haben sich im 18. Jahrhundert eingehend mit diesem Algorithmuséafesch
tigt.
55Auf eine Indizierung der GroRen mit “g” wie in Abschniit4.7.2wird hier verzichtet.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

al dtl - dSO , t]_ — bltango, kl — %
JE+)E+b)  \1-K2sity 1
a0 do = % , to = botand, 2= Bo
J@+a)(@E+bY)  V1-aZsin’o %

Mit dieser Indizierung schreibt sich BérentialgleichungC.70in der Gauss-Form

dty _ dto
JE+)E+8) | J3+ad)(+0)

(C.159)

Bevor diese wichtige Relation nun bewiesen wird, sollen die Beziehungisclzsn den Modu-
lenk und A auf der Basis vom, undb, dargestellt werden.

_ 1- _ ao—bo
C1+ ap+hg

(C.160)

Ersetzt man auch auf der linken Seite noch das Modul, so ergibt sicmfidgeleichung.

bi _ag—by

a2 ap+bp
al-bl (ag—bp)?

a? (@ +bp)?

Nach Erweiterung der rechten Seite wiefolgt

al-bl  4(ay—bp)?
a’ ~ 4(ap + bp)?

kann man (durch Vergleich von Z&hler und Nenner) die Basisbeziemugs AGM ableiten.
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C.5. Numerische Berechnungen

gy = 0P _ 20, 4 (C.161)
2 2
2
ag_bgz(aO;bO)
2 2
P e

Mit diesen Voraussetzungen ist ein Beweis voffi@entialgleichungC.159einfach zu erbrin-
gen.

Beweis. Dazu geht man von derekenore’schen Form in Diferentialgleichung-.158aus.

dt; ag dto

(88 +ad) (&5 + bf) “ ek (2 +ad) (2 +b)

Der “Multiplikator” ag/(1+K) in dieser Darstellung ist nun aber genau Eins, was Anwendung
von FormelC.161schnell zeigt (wenn man auf3erdem das Mdddlirch’ ersetzt).

a1

dt]_ _ dp 1 dto
=B
Jera@i) & R0 e a2y 2.
e 1+ dtg
=222
a B +a) (2 +b2)
dto

J(t2+ad)(t3 + b2)

Was nun die Beziehung zwisch&nundt; angeht, so ist sie ja durch die trigonometrische Be-
ziehungC.119der Guwuss-Transformation festgelegt.
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to = bptand

1+tarfgp
=bo(1+Kk)t —_
o(1+kjtang \/1+k’2tanzgp

o 2 4y 1+t2/b2
T U014 by \ 1 k2202

_ 2agbg aity b+
Cag+by P2 \al+t?

b2 +t2
S (C.163)
ag +t1

Zurick zum eigentlichen Algorithmus Iaf3t sich nun die folgende Iteratioatdiinren,

i + b
dit1 = 2 2 I’ bi+1: Vaibi (C-164)

wobei die Anfangswert@g und by nicht-negative Zahlen (mig > bp) sein sollen. Dabei na-
hern sich fiii — oo beide Wertes; und b; einem gemeinsamen Grenzwetilem sogenannten
AGM [ 1.

M(ap, bg) = iIi_)ngo a = iIi_)rrc]<> b (C.165)

Um diesen Grenzwert zu finden, bildet man zuerst das unbestimmte ellipligebeal

f (C.166)
— (2 +a2)(t2 + b?)
und kombiniert es mit Relatiof.159
f dt = f diy . (C.167)
= J@+adE+0D) T R )2+

56Aus diesem Umstand kann man ein einfaches Abbruchkriterium ableiten.
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C.5. Numerische Berechnungen

Die Beziehung zwischen den Integrationsgrenzen ist durch Gleighuriigegeben, d. h. wenn
das Integrationsintervall auf der linken Seite ve® nach+co 1&uft, dann geschieht dasselbe
auch auf der rechten Seite der Integralgleichung.

Nimmt man das rechtsseitige Integral als Ausgangspunkt fiir den nadtestionsschritt, so
kann man unter Beriicksichtigung von Forrel 65auch schreiben:

f o dto _ f 0 dt; _
—e Jt3+ad)(ts+bd) T (2 +ad)(tP +b?)
dt

= lim

=00 Iw (t7 +a?)(t +b7)

-/ VI + M2(a0, o)L 2 + M(ao, o)

_ f‘x’ dit
 Jow 2+ M3(ap, bo)

= 1 arctan X = il
M(ao, bo) M(ao,bo)|_os ~ M(a0,b0)"

()

Bedenkt man weiterhin, dal3 der Integrand in Gleichng66eine gerade Funktion ist, kann
folgende Integraldarstellung fir M4, bp) gegeben werden:

M(a0,bo) = —— il

L3

t2+a2) (t2+b2)

(C.168)

C.5.2. Vollstandiges Elliptisches Integral

Das \ollstandige Elliptische Integral K kann ausgehend von Gleichhiig8 ebenfalls mit
Hilfe des AGM-Algorithmus’ berechnet werden. Dazu wird Gleichuih@68als vollstandiges
elliptisches Integral erster Art (k) ausgedrickt, indem man wieder FormeP8hinzuzieht.

57Beziehungsweise interpretiert die Gleichung riickwarts bis hiayzop.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

by 1 n
M(ao,bo)—z' T =5

b e )

(C.169)

Umstellen nach K bedeutet:

] T
az| 2 M(ao,bo)

Wahlt man nun z. Bap = 1, was die Voraussetzurag > by erfiillt und setzk = V1-bZ/a3 als
Argument, so gilt fiibg = V1—k? = k. Damit berechnet sich das Elliptische Integral erster Art
zu:

(C.170)

was der zugehdrige Algorithmus. 1 wiederspiegelt.

Algorithmus C.1 Numerische Berechnung von(k) mittels AGM

Require: &> 0 {Abbruchkriterium}
Require: k<1 {Modul}

<l

bo =K {K = V1-K3)

i<0

repeat
a1 & 22 {AGM)
bi.1 = vaibi
ici+l

until gg—bj <&

K <

Vs
a +b

Fur die Darstellung von K mit Hilfe des Modulwinkels d. h. firk = sing, ist by = cosp zu
wabhlen.
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C.5. Numerische Berechnungen

3 2 da
- fo \J1-sir¢sirfa

Jetzt soll noch kurz auf die Produktdarstellung fir K eingegangedemeDazu benutzen wir
FormelC.94aus AbschnitC.4.7.1im Sinne vonA = K (ki;1), K = K (k) und schreiben als reelle
(Viertel-) Periodenbeziehung

1-K
2 ), k= S i

K = 7 Tk

mit dem Ausgangspunkt &) = K (kp). Bei einer unendlichen Anzahl von Iterationen wkd
Null und wegen Gleichun@.26gilt:

N-1 N-1 =
= fm <] [ 2 = fm 20 Jaek 23 2.
i=0 =0 =0

Das heif3t, die Zwischenwerge undb; einesnormalenAGM koénnten zur Berechnung des Pro-
dukts verwendet werden, wenn man die Beziehkfngb;/a; berlcksichtigt.

C.5.3. Unvollstandiges Elliptisches Integral

Der Berechnungsalgorithmus furg#; () basiert auf der iterativen Verringerung des Modkils
mit Hilfe der (aufsteigenden) Axpen-Transformation von Abschnitf.4.7.1°® Dazu werden
ausgehend vopg = ¢ undkp = k die FormelnC.108 C.111und C.96benutzt | I, [ ].

Flei; ki) = 1+:i+1 Fleis1s kir1) (C.171)
- (+K)tang
tango|+1 = m (0172)
1-K
I<i+1 = TK,

58Bei gleichzeitiger VergroRerung der Amplituge
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

N-malige Anwendung der Gleichurig. 171flhrt zu

N
Fei k) =2 NFens k) [ |@+k) . (C.173)
i=1

Setzt man solange fort bis die Naherukg~ 0 akzeptabel wird, dann kann der Spezialfall
F(e; 0) = ¢ nach FormelC.12herangezogen werden

F(en: kn) = Flen: 0) = on

Einsetzen in Gleichun@.173ergibt letztlich:

N
Flei k) =2Non [ [(2+k).
i=1

Wegen der Periodizitat des Tangens ist man vom Argurpemer zundchst auf das Intervall
[-7/2,+7/2] beschrankt. Hier kann man sich jedoch mit Reduktionsfoith&b helfen, wobei
dann allerdings die Berechnung vor{X mit Hilfe des AGM unumganglich wird.

Praktisch wird allerdings fast immer der AGM-Algorithmus (vgl. Abschfitb.l) in Verbin-
dung mit Gleichung-.7 implementiert, um das unvollstandige elliptische Integrat Ii{ nume-
risch zu bestimmen. Dazu ist nur Gleichuigl 72anzupassen,

bi )
(1+2)tang,
1- %tan?tpi
_ (ai+b)tang;
a —bitart ¢;

tany;.1 =

denn die Modultransformation wird ja direkt durch das AGM realisiert.

In diesem Zusammenhang kommt fUr die Berechnunggycemuich haufig Gleichun@.109in
der Form

tani.1 —¢i) = k/ tany;

= Ytang,
a7
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zur Anwendung.

C.5.4. Elliptischer Sinus

Wendet man die &uss-Transformation entsprechend Gleichu@dl13 zur Berechnung von
sn(u; k) = sn(up; ko) in der Form

(1+ ki+1)5n(ui+l; ki+l)

Sn(Ui; k|) B 1+ ki+lsr?(ui+l; ki+l) (C'174)
__u P
Uiy1 = m, Kis1= 1+ ki, <Kk (C.175)

an (vgl. | 1 [ 1), so fiihrt dies flk < 1 letztlich zu einem Modul link; = 0. Bricht

|—00

man den Vorgang nadi Iterationen ab, so gift®

N
Uo ~
N k) + k) (L ky DA+ kn) UOD(“'@ L.

Mit ky ~ 0 kann man fur snfy; ky) nun folgendermaRen néheth:

snun; kn) = sny; 0) =sinu.

Nach Ermittlung voruy kann man durch inverse Interpretatian=(N...0) der Abstiegsglei-
chungC.174ruckwarts snfg; ko) = sn(x; k) berechnen.

1+kisré(ui; ki)

snUi-1; ki-1) =

59Effiziente Implementierungen greifen hier fast immer auf die ZwischenvaerseAGM (vgl. AbschnittC.5.7)
zuriick, umk;,1 nach FormelC.160zu bestimmen.
60Nach [ ]ist der Fehletsn(xy; kn) —sn(x; 0) < ZK2.
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C. Elliptische Integrale und Funktionen

Das Modulk; kann hierfur aquivalent zu Formél.102in jedem Schritt riickwarts berechnet
werden®?

Vi1

ki - 2]-"'ki+1

Nach | ] ist der absolute Gesamtfehler des Verfahrens kleiner @3 uﬁ,/z.

61Da die Wertek; eigentlich schon von der absteigenden Iteration bekannt sind, kartfieadeuberechnung ver-
zichtet werden, wenn man den zusatzlich nétigen Speicherplatz aktzeptier
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Algorithmus C.2 Numerische Berechnung von= sn(; k)

Require: &> 0 {Abbruchkriterium}
Require: k<1 {Modul}

Xg & X

ko =k

el

bo =k

i<=0

while kj > e do
"’ g — by
+1 < a+h
if ki+1 > ki then {Konvergenzproblem?}
if kiz1>1/2then{Fall k= 1}

X & tanhu
else{Fall k= 0}
X & sinu
end if
return
end if
Xit1 = {GleichungC.173
1+ k|+1
a1 = a“— {AGM}
bii1 & V& bl
iei+l
end while

X < sinx {sn(xn; kn) = snxn; 0) = sinun}

repeat
< A+k)x ,
- GleichungC.17
T+ko2 { 9C.174
i < i—-1{Ruckwérts-Rechnung}
until i =0
X< Xo
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D. Funktionentheorie — Analytische Funktionen

D.1. Differentiation

D.1.1. CaucHy-RiemanN'sche Differentialgleichungen
Holomorphe bzw. analytische Funktiortesind solche, deren Grenzwert

df@ _ . fe+h-1@

dz h-0 h zeC (0-1)

existiert und eindeutig ist, die also an der Steltifferenzierbar sind. Man fordert hierbei nicht
unbedingt, dal¥ () fur alle zeinen solchen Grenzwert hat — man kann sich auch auf ein be-
stimmtes Gebiet beschranKemie “Einwertigkeit” des GrenzwerteOfie-Valuedl spielt auf
Funktionen an, bei denen er davon abhangt, aus welcher Richtungcharékert. Er kann so-
gar dann existieren, wenn der Funktionswert selbst nicht existierizMiesinz/z an der Stelle
z=0). Nicht analytisch sind unter anderen die Funktiongz4 a) bei a oder auch log fur
z=0.

Eine Schlu3folgerung von B.iR1ann in Bezug auf die “Einwertigkeit” des [erentialquoti-
enten (nach Gleichun.1) der analytischen Funktiof(z) = u(x,y) +jv(x,y) mit z= x+jy war,
daRd bei Annéherung ir-Richtung, also bei konstanteyn(horizontal) der gleiche Grenzwert
gelten muR, wie bei Annaherung apRichtung (bei konstantem also vertikal§.

01 _ 9@

ax 9 Gy) (D-2)
ou(x,y) i ov(xy) r ou(x,y) N oV(X,Y)
AX ox ) dy oy

Vergleich von Real- und Imaginarteil liefert die@ny-Riemann'schen Diferentialgleichungen

1in der komplexen Analysis nennt man eine Funktion analytisch, wenmgit @ine Potenzreihiz) = Yo Ck(z—
20)* dargestellt werden kanmi[ir00, 11-3]. Da jede holomorphe Funktion auch analytisch ist, werden beile B
griffe oft &quivalent gebraucht.

2Eine Funktionf(2), die auf ganzC analytisch ist und im Endlichen keine Singularitét besitzt, nennt geanze

Funktion (typische Vertreter sind Kreis-, Exponential- und Hyperbétionen) | ) 1-3, 88].
SEin exakter Beweis wird ausgehend von der Definition deeBentialquotienten inf{C0J und [ , §51]
gefiihrt.

4Sie sind eine notwendige Bedingung fiir digtBienzierbarkeit vori(z) an der Stelle
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D.1. Differentiation

ou(xy)  ov(x.y) ou(x,y) _ _av(x,y)

oX ay oy oX

(D.3)

und wegen der Unabhéangigkeit des Grenzwertes von jedweder Anuridsrichtung (f/dz =
of /ox=0f/0(y)) aulBerdem

sy OUu(Xy) L OV(XY)  Ov(X.Y) _.c?u(x,y)
r@a= ox 1 Tox T dy J dy (D-4)

bzw.

di@) _0f@) __0f@

(2= dz 0X oy

(D.5)

D.1.2. Harmonische Funktionen

Differenziert man beide Teile den@ny-Riemann’'schen Diferentialgleichunge.3 jeweils
nachx undy

d2u(xy) _ *v(x.y) Pu(xy) _ 4*V(xY)
X2 Oxay axoy  ox
d2u(xy) _ *V(x.y) Pu(xy) _ *V(xY)
ayox  oy2 a2 dydx

und addiersubtrahiert sie daraufhin diagonal, so erhalt man (wegen der Vehizaiseit der
Reihenfolge von partiellen Ableitungen, Satz vam®srz):
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8°u . u_ oV v
0x2  gy2  Oxdy 0yox

v o _ du  Pu
a2 " @~ ayox  oxdy

Real- und Imaginarteil analytischer Funktionen sind harmonische bzwntidtenktion, d. h.
sie geniigen denaeLace-Gleichungemu = Uyy + Uyy = 0 UNdAV = Vyy + Vyy = 0. AulBerdem ist
wegen

9 i 9 , 9 Ay~ 9 ,
8_xRe[f 2] = @Im[f 2] @Re[f 2] _—&Im[f 2]

auchf’(2) und jede weitere Ableitung wieder analytisch.

D.1.3. Funktionaldeterminante analytischer Funktionen

Nimmt man f(2) als Abbildung des Vektorg = (x,y)" auff = (u,v)" wahr, dann ist oftmals
die Funktionaldeterminanteagbsi-Determinante) von besonderem Interés&erade fiir ana-
Iytische Funktionen hat sie eine sehr einfache Losung, welche sicliaflberus den Guchy-
Riemann’schen Diferentialgleichungen ableitet.

x Uy

u
ViV

a(u,v) ‘ _

_0u dv ou ov u\? avz_ £ (22
90| | v, v, |~ ox dy ay ox (5) (5] =Ir

Tax oy dy ox  \ax

Eine Schluf3folgerung ist die, daB fur alle Punktder komplexen Ebene, an denéf{z) ei-

ne Wert ungleich Null hat, die Funktionaldeterminante nicht verschwin@etlte f'(z) in der
Umgebung vore auRerdem noch stetig sein, dann existiert eine (eindeutige) Umkehrfanktio
z=y(f) fur alle f € C\ {0}.

5Beispielsweise bei Koordinatentransformationen, Flachen- und Volimegralen, also Anwendungen die mit
infinitesimalen Flachenelementen der A4 d dxdy rechnen.
5Eine Funktionf wird auch algegulér bezeichnet, wenn die Funktionaldeterminante nicht verschwindet.
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D.1.4. Die Funktion (z- zp)"

Besondere Bedeutung fiir viele Beweise der komplexen Analysis hatdlgi&n (z— zp)". Hier
soll einmal mit Hilfe der Gucuy-Riemann'schen Diferentialgleichungen deren Holomorphiege-
biet bestimmt werdeh Wir gehen dazu von Gleichurig.2 aus und bilden die partiellen Ablei-
tungen nach undy. Zur Vereinfachung soll die Exponentialdarstellungz, = r €’ verwendet
werden, wobei berlcksichtigt werden mul3, daf eigentliehr (x,y) undé := 6(x,y) gilt.

0 i
—r e|n9
OX

=nr-tgh? g—; +r"eé¥in

a n

8_)((2_20) =
@
oX

ing(lor .06
— ne|n0 I
nr (rax J8x)

Lor .06
r ox Jax

(e
Fur die Ableitung nacly gibt es bis hierher keinen Unterschied, d. h.

}ar .00
roy ‘oyl’

d n_ _ n
@(2—20) =n(z Zo)(

Setzen wir jetzt (kurzxy = 0 und erarbeiten die Zusammenhange zwischen dé&erBitialen
der arithmetischen und der Exponentialform fii x+jy = r €’. Dazu soll von den bekannten
Formeln

r=2d=Vzz = (X2 +y?2 0=,§z=arctan§—/(

ausgegangen und dann die Ableitungen gebildet werden.

"Meist wird dieser ausfiihrliche Weg aus Aufwandsgriinden gemietewphl er eine gute Ubung darstellt.
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o__x _X ar y _Y
X \ery2 T ay Namv-a
w0___ Yy __Y d__X _X
X x2+y2 12 oy X2+y2 r2

Jetzt kdnnen die so gewonnenen Ausdriicke eingesetzt werdemitngs= xo +jyo zu

2 (-2 = n(e- m)”(%j—iﬂj—i)
=nz-2)"(*2-175")

= r_z(Z_ZO) (z—20)* = n(z—2zp)"*

fuhrt®. Ahnlich wird mit der Ableitung nacl verfahren, nur das gedanklich noch der Zwischen-
schritt der Substitution nacly puszufihren ist.

n_ @_ Lor
a(m(z 20)" = n(z- zo)( i é,y)
I ( XO_jy;z)/O)

= r_z(Z_ZO) (z-20)" = n(z—20)"™*

SchluRfolgerung: Z— zp)" ist fir positivesn an jeder Stellez analytisch, denn es gilt Glei-
chungD.2 in der Form:

d n_ n-1_ n_ n
5,2~ %) =n(z-2) ( 20)" = 8(”) ——(z-2)".
Fiur den Falln < 0 ist f(2) jedoch nur flrz # 7y analytisch, denn beide Seiten der vorange-

gangenen Aquivalenz sind sonst unbestimmt. Ein sich daraus ergsbRadeltat, welches in
AbschnittD.3 bewiesen wird, ist:

8Wobei - zp) (z— 29)* = r? beriicksichtigt wurde.
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0 (n+-1)
56(2—20)“dz= .
¢ 2rj  (n=-1)

D.2. Integration

D.2.1. Satz von C AucHy

D.2.1.1. Stammfunktion

Fir eine analytische Funktidi(z) = u(x,y) +jv(x,y) ist die Existenz einer Stammfunkti®i(z) =
U(xy) +jV(xy) mit F’(2) = f(2) dann gegeben, wenn die Integrabilitdtsbedingung nach Glei-
chungD.3 erflillt und auRerdem die partiellen Ableitungen stetig sind. Der erste TeBee

hauptung ist zu verifizieren, indem man mit€ldx + jdy eine formale Zerlegung voR(2) in
Real- und Imaginarteil vornimmi/| , 84.6].

F(z):ff(z)dz
= f[u(x,y)+jv(x,y)] (dx+jdy)

:fu(x,y)dx—v(x,y)dy+jfu(x,y)dy+v(x,y)dx (D.6)
du av

Erinnern wir uns nun an die Aussage von Abschhitt.2, dal3 die Ableitung einer analytischen
Funktion auch wieder analytisch ist, so gilt Gleichung in der Form

dU(xy) OV(xy) _aV(xy) .dU(xy)
X ax  dy dy

f(@) = u(xy) +iv(xy) = F' (2 =

und aquivalent dazu:

Ux.y) = oU(xy) _ dV(x.y) v(x.y) = _AUxy) _ aV(xY) |

X oy ay X (0.7
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Mit diesen einfachen Resultaten kann man die Integranden in Férmals Differentialformef
in R? ausdriicken.

_9U(xy) dxt AU(x.y) dy 4V = AV(x.y) dxt oV(x.y) dy

du
ox oy ox oy

(D.8)

Aus der Diferential- und Integralrechnung mehrerer Veranderlicher (sowie Vera#gerun-
gen wie der Vektoranalysis oderfBérentialgeometrie) ist nun bekannt, daf fur die totalen Dif-
ferentiale dJ und dv genau dann Stammfunktionen existieren, wehin= Uyy bzw. Vyy = Vyx

gilt. Diese Bedingung ist fiir stetige Funktionen aber grundsétzlich (Sat&wovarz) und flr
harmonische Funktionen erst recht erfillt.

D.2.1.2. Bestimmtes Integral

Nach dem Hauptsatz der fBérential- und Integralrechnung existiert eine Verbindung zwischen
der Stammfunktion und dem bestimmten Integral, welche unter bestimmten Bedémganch
im komplexen Fall Giltigkeit hatfC03, 42].

Ef He)dt = 12

dz Jasjp
Anders als im eindimensionalen Fall muf3d man bericksichtigen, dal3 beteigrdiion zwischen
zwei Punkten %,z € C) der Integrationsweg eine Rolle spielen kann. Ist er in Parameterform
als z= x+]jy = ¢(t) darstellbar, so gilt mit 2= ¢’(t)dt fur das Kurvenintegral (zweiter Art)
allgemein:

F@9= fo f(2)dz= fc Flo®]¢ (M) ct.

Sollte f (2) aber analytisch auf der Kun@sein'®, dann ist das Integral wegunabh&ngig und man
kann in gewohnter Art und Weise

9Totales Diferential, welches fiir eine infinitesimale Anderung der Variabigndie resultierende Anderungd
bzw. v beschreibt.

10Mman sagt auch, die Funktiof(z) muR auf dem Integrationsweg (der vollstandig in einem einfach zusatwine
genden Gebiet verlaufen muf3, Nebenbedingung) stefigrdnzierbar sein.
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22
f f(2dz= f f(2dz=F(z)-F(z1) (D.9)
C V4)
rechnen , 42]. Eine anschauliche Begriindung steckt in den Beziehudgga Uyy bzw.

Vyy = Vyx, denn sie weisen auf infinitesimaler Ebene (im Sinne desARn’'schen Diferential-
begrits) daraufhin, daf3 die “Fortschrittsrichtung” oder -Reihenfolge vollkomungerheblich
ist. Exakt kann die Wegunabhéangigkeit z. B. mit Hilfe der KettenregelFtinktionen mehrerer
Veranderlicher bewiesen werdénDazu gehen wir von der Parameterdarstellnags(t) + jé(t)
fur den Integrationswe@ aus, bilden in einem zweiten Schritt die Ableitungen bizw. V
nacht und ersetzen anschlie3end die (entstehenden) partiellen Ableitungemugxry) und
v(x,y) unter Zuhilfenahme von Beziehuiy7.

U(t) = U [y(),¢0)] V(t) = V [y (1), ¢(t)]
dstJ _ 6U(x y)w )+ (9U(x y) , 0 o(l;{/ aV(x y)lp )+ aV(x y) , &0
U’ (t) = u( y)w’ () =V V)9’ (1) V' (1) = VOO VY (1) + U(x,y)¢' ()

Die letzten Ausdriicke stellen genau dieffBientialformen in FormeD.6 dar, was uns zum
Ende des Beweises bringt.

U(xy) = fc (U0 Y ()~ v(x )& ()] V(xy) = fc (U0 Y/ (1) +V(x )6’ ()]
t t
=L 0’ (t) dt =L V' () dt
- U(tp) - U(ty) =V(t2) - V(t)
= U(X2,¥2) —U(X1,Y1) =V(X2,¥2) = V(X1,Y1)

Ist die KurveC sogar geschlossen, dznahert sich wiedez;, dann kommt man zum Hauptsatz
der Funktionentheorie bzw. Satz voauChy [ ,852], [ , -5, 86], [ , 44-46]:

Ist f eine Funktion vore, analytisch? an allen Punkten auf und innerhalb der ge-

11Ein Beweis des Satzes vom@ny mit Mitteln der Vektoranalysis ist in(f 1 11-5] zu finden.
12oraussetzung ist eigentlich nur, d@) innerhalb und au€ kontinuierlich ist (vgl. Anmerkungen und Beweis
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schlossenen Kurv€, dann gilt:

SEf(z)dz:O. (D.10)
C

Sollte f(2) im Inneren vorC nicht Gberall analytisch sein, dann kann das geschlossene Kurven-
integral einen Wert ungleich Null besitzen (siehe dazu Abscbni).

Damit sind uns nunmehr drei gleichwertige Kriterien fiir den Nachweisgdadich beif (z) um
eine analytische Funktion handelt, bekannt:

1. die Gwcny-Riemann'schen Diferentialgleichungen,
2. die LarLace-Gleichung fur den Real- und Imaginarteil und

3. der Satz von @cny (Wegunabh&ngigkeit des Kurvenintegrafys

D.2.2. Cauchy’s Integralformel

Als ein Resultat des Satzes voauChy kann man jeden Weitt(z), wobei die Funktionf in der
Umgebung vorz analytisch sei, durch ein Kurvenintegral ausdricken. Dazu defimignt ein-
fach f(2)/(z- zp) als neue Funktion, welche im Punt nicht analytisch ist, und integriert auf
einer den Punkty einschlieRenden Kurve. Da sich der Integralsatz verc@y nur auf Funktio-
nen anwenden |aRkt, die im Inneren der Ku@/analytisch sind, umgehen wir diese Widrigkeit
wie in AbbildungD.1 dargestellt. Dabei wird die Kurv@ zuerst in zwei halbkreisformige Teil-
kurvenC; undC; nach TeilbildD.1lazerlegt.

%ﬂdzzfﬂdﬂ 1@ 4,
ci—4o ai-o LD

Danach werde®; undC, entsprechend Abbildung.1b separiert und als Kurven so geschlos-
sen, dald jede fur sich analytisch ist. Au3erdem sollen sich beide Kungedean originalen
Stlick des auBeren Halbkreises, bezeichnetQfibzw. C/, sowie dem inneren Halbkreis (in-
klusive der waagerechten Teilsticke) bzw. C) zusammensetzen. Dann gilt nachuGiy’s
IntegralsatzD.10:

in[ ,§52]).
13Der Beweis der umgekehrten Behauptung, namlich daf ein Verschwiteseintegrals auf eine analytische Funk-
tion schlieBen 1&aRt, wird Satz vond¥era genannt f , 75], [ ) 11-3.5].
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y y
Cl
/
/]
C2 - -
! X ! X
(a) Offene Kurven (b) Geschlossene Kurven

Abbildung D.1.: Integrationswege zur Herleitung vosuCay’s Integralformel

96 o dz:f @ o, Edz=0, mity=1,2
¢, Z- 2 c, 2= cy -2

und deshalb

fﬂdz:—f ﬂdz.
c, - cr -0

Mit der Substitution

z-79=ré’ S—Z:'reie (D.11)

kann man fir jeden der Integralausdriicke auf den inneren Kurven
f@ f f@ o f jo

—dz= —rd’dh= f re?)dg
j(:;'Z—ZO z=] T j o (z0+r1€")

schreiben. Lassen wir jetzt den Radiugegen Null gehen, d. h. betrachten den Wert@in
der Umgebung vom:

im j [ t@o+rdds=— [ t@)d=-i ) olc;
r— C‘///

7"
(&4

Da sich die Integrale auf dem analytischen Teil der “glattgezogenenVduC;’ wegen der
entgegengesetzten Richtung kompensieren, ergibt sich schluf3endlich:
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56 —f @ dz= f —f @ dz+ —f 2) dz
ci—-o c,Z—n c,Z— 2N

= —j 1(z0) (Oloy + Olcy)
= —j f(z0)(=27 - 0) = 2} f(20) .

Ein ausschlieRRlich rechnerischer Beweis ist folgendermaf3en zu ezbring

$19 . f1@-1@ @),
cZ-2% c z-2

_ £ 1-f) dz
—9% 77 dz+f(zo)9§32_z0

Der erste Summand stellt fidr— z; eine hebbare Singularitat dar (vgl. Abschiittd), d. h. der
Grenzwert

lim M = f’(z)
=17y Z—7

existiert. Damit ist der Integrand eine analytische Funktiorzférzy und wegen des Satzes von
Caucny das Integral

561‘(2)—f(20)0|z:0
c Z-2 '

Der zweite Summand ist mit der Substitutibnl 1

27
f(Zo)Sé:z(_j—zz():jf(Zo)SECd@:jf(Zo)ﬁ d6 = 21 f(20) (0.12)

und somit

56 ZOdZ—Z]TJf(ZQ). (D.13)

Benennt man noch die Variablen um (= z und z ;= £), dann erhalt man die &Dcay’sche
Integralformel | , 47].
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1 L)
Q=57 (D.14)

Bei der Interpretation fallt sofort die bemerkenswerte Eigenschadt einalytischen Funktion
(innerhalb vorC) auf, dalR der Funktionswef{z) eindeutig durch die Randwerte auf der Kurve
C bestimmt ist.

D.2.3. Integralformel fur Ableitungen

Die (erste) Ableitung einer analytischen Funktion kann man auch durchweiveKintegral in
der komplexen Ebene ausdrickén\[/27, §522]. Um dies nachzuweisen, soll zuersiCay’s
IntegralformelD.14in die Definition der ersten Ableitung einer Funktibran der Stelle (D.1)
eingesetzt werden.

Vi 1 f(z+h)—f(z)_ 1 . 1 f(&) f(&)
f(Z)—L'Tof—sz'L“oﬁ[Ség_z_hdf‘ﬁg—_z ]

Nun werden die Argumente beider Integrale auf einen gemeinsamen Nggbracht, dann im
Zahler ausmultipliziert und zuletzt der Grenzwert aufgeftst

Liml fO _1©
2nrjh—0h Jcé-z2-h ¢&-2z

1.1 L fEE-2-fE)E-2-h
27 L'Tohﬂg (¢-z-h)(E-2)

B Y G

B %jL'ToSEC g_z_h)(g_z)df
R

- 2ﬂ156c(§—2)(€—2)d§

Der so gewonnene Ausdruck

(2

dg

14Ein in mathematischer Strenge gefiihrter Beweis, der auch die Kieiagehend beriicksichtigt, ist in\]
§522] zu finden.
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e L 1O

2 Re- o

ermdglicht die Berechnung der Ableitung vdnan jeder Stellez durch ein Kurvenintegral.
Voraussetzung dafur ist nur, daf3 der Puniktder komplexen Ebene von einem Integrationsweg
eingeschlossen wird, auf deren Rande und in dessen InfiEesnalytisch ist.

Durch erneute Anwendung der obigen Formeln kann man zur zweiten Alxeit((z) gelan-
gen | , §522].

v 2 1@
F@=og Qe—2p®

Fur weitere Ableitungen ergibt sich in der Fortsetzung die Verallgemeinarei€sche Inte-
gralformel

M N f(&)
0@ = - 953 =t (D.16)

welche durch vollstandige Induktion beweisbar ist. Sie fuhrt zu der nts®en Schlul3folge-
rung, daR eine analytische Funktion beliebig offetenziert werden kann

Fur den speziellen Fall, daB ein Kreis mit Radiug um z ist, kann man Beziehunp.16

konkretisieren. Dazu ist die Substitutigr-z = r €’ und daraus abgeleitet (6 = jr €’ wieder
hilfreich.

15Unter der immer gegebenen Voraussetzung, daR die Integratiorgkso/mah bet liegt, daf sie in einem einfach
zusammenhangenden Gebiet verlauft.
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|2 f(z+rd?)
f(”)(z)zlf fzere) )jre"’de
0

271-1 rn+lg(n+1)e
(0= " (T (zerd e g D.17
(z)_? . (z+r )e 0 (D.17)
1 21 » "
’ _ )
f(z)_—rf0 f(z+re')e do
1 21 "
f(z):—fO f(z+re’)do (D.18)

In letzter Formel D.18) wird die sogenannte Mittelwerteigenschaft vixa) bei der Integration
auf dem umschlieRenden Kreis deutlich.

D.3. LAURenT-Reihe

Bei der Laurent-Reihenentwicklung wird davon ausgegangen, dafd sich die komplexeertig
Funktion f (z2) um einen Punkip € C in eine unendliche Reihe der Form

[ee)

f@= ) anz-2)" (D-19)
N=—o0
entwickeln lait | , 856,6-1], [ , 55]. Integriert manf(z) auf der KurveC um 2z,

wobei
e f(2) innerhalbC analytisch sein muf3
e undC ein Kreis mit moglichst kleinem Radius sein soll,

dann ergibt sich mit der Darstellutiy

f(2) = +a2(z—2) 2 +a1(z—20) " + a0+ au(z—20) + ax(z— 20)* + - (D.20)
D(2

fur das Integral

18Die Funktiond(2) entspricht der AvLor-Reihenentwicklung (Potenzreihe) einer reellen Funktisn(f3, 53].
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Sé; f(2dz= n:_Zio [S‘é an(z—2z0)"dz +Sé;a_1(z—zo)‘ldz+5€:(l)(z)dz.

Die Funktion®(2) = Y n-0an(z— 2)", der sogenannte Regularteil, ist analytisch, weshalb dieses
Integral verschwindet. Gleiches gilt fur das Integral Giber den Halfidtenea ;) der LAURENT-
Reihe

ZSE (z- Zo)n 0

was sich ausgehend von Substitutionsformdll nachweisen 1af3t.

1 jre?
dz= —_do
9§(Z—m)” g crnend

_ jr—(n—l)SBe—j(n—l)e "
c

1 .
=~ e =0 firnz1

Es bleibt also nur das Integral tibeer, (z— zp)~* tibrig, dessen Wert nachaGeny’s Integralfor-
mel D.13 genau 2ja_; ist'’. Den Kodfizientena_; nennt man das Residuum vdiz) an der
Stellezg und kiirzt ihn (meist) mit regf (2) ab.

9§f(z)dz 9§—dz 2nja_1 = 2nj res, f(2) (D.21)

Wie bestimmen sich nun aber die anderen fke®ntena,? Zur Beantwortung dividieren wir
einfach Gleichund.20durch ¢— zp)™?.

@

(z- Zo)n+1 - +an-1(z-20)” +an(z 20)” +an+1‘|‘an+2(z 20) + an+3(z2— 20)2

Integration Uiber die neu gebildete Funktian-@) ("1 f(2) hat dieselbe Konsequenz wie vor-

1Die Funktionf () in der IntegralformeD.13von Caucny wird hier durchf(2) := a_; reprasentiert.
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dem — es bleibt nur der Term mit dem Exponentdniibrig, d. h. sowohl Haupt- als auch Regu-
larteil verschwinden wieder.

@ . .
Sgc (z-z0)™1 =27 2

Durch Kombination der Beziehungen kann man fir die fiaientena, (n € Z) jetzt eine ge-
meinsame Berechnungsvorschrift angeben.

_1 410
an = 27 563 Z—2) dz (D.22)

Aus vorangegangener Formel ist der Zusammenhang zwischen Holomonmd Analytizitat
einer komplexen Funktiori(z) erklarbar. Nehmen wir dazu an, dd(¥) in zo holomorph ist —
dann

e verschwinden alle Kd&zientena; mit negativem Index (Satz vonaGcuy, FormelD.10);

e entsprechen die mit positivem Index genau denfKoenten einer AvLor-Reihe (bzw.

MacLaurin-Reihe im Komplexen, vgl. FC03 53]), wenn man Beziehurig.16 beriick-
sichtigt'®,
(n
an = lJ clz=n : (D.23)
— O f@(@z-2)"1dz=0 n<0
o 1 -2 (n=<0)

Die Laurent-Reihe entartet in diesem Sinne zu einer Potenzreihe, woraus folgtiedarktion

f(2) analytisch ist. Solltef (2) im Punktzg dagegen nicht holomorph sein, dann haben wir es mit
einer Singularitat zu tun, d. h. ihreslrent-Reihe ist von der AvLor-Reihe verschieden. Welche
Falle dabei zu unterscheiden sind, stellt der folgende Abschnitt dar.

D.4. Residuensatz

Der Residuensatz ist eine logische Fortfihrung bzw. Anwendungmfengtnisse des vorigen
Abschnittes, in welchem der Beffrdes Residuums erstmalig auftaucht& (o, 111-6]. Er er-

18Fir die Existenz der Reihenentwicklung ist Voraussetzung f@@eliebig oft diterenzierbar ist.
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(a) Ausgangssituation (b) Zwischenschritt (c) Ergebnis

Abbildung D.2.: Eingeschlossene Singularitaten

maglicht die einfache Berechnung von (geschlossenen) Kurvendhegmwenn innerhalb des
Integrationsweges ein oder mehrere Singularitatenfyanliegen™®.

Einleitend missen wir uns aber mit der Frage befassen, wie sich der BEiRsobhrerersingu-
larer Punkte auf den Wert des umlaufenden Integrals auswirkt. DdlzensBeispiel nach Ab-
bildungD.2aum zwei solcher Punkte auf dem (geschlossenen)@ategriert werdenl] \

10.3].

Ist die Funktionf(2) auf3er an den Singularitdten und insbesonder€aufalytisch, dann kann
man den Integrationsweg entsprechend AbbildDn@p veranderr’. Eine solche Wahl des In-
tegrationswege€ fuhrt dazu, dal3 sich die Kurvenintegrale tlkgrundC,4 aufheben, also

S@f(z)dz:Llf(z)dz+£2f(z)dz+£3f(z)dz+ C4f(z)dz
0

gilt. Dieser Umstand ist graphisch in Abbilduig2c dargestellt und kann folgendermaf3en zu-

sammengefal3t werden:
ggf(z)dz:sg f(z)dz+56 f(2)dz.
C Ci Co

Umschlief3t ein Kurvenintegral auf seinem We&ingularitaten, dann kann dessen Wert durch
separate Integration um alesingularen Punkte bestimmt werdén

BInsbesondere Gleichurig.21 zeigt deutlich, daR die Kenntnis des Residuums, i€g) := a_; sehr hilfreich bei
der Berechnung vo% f(2) dz sein kann.

20Djeser Fakt ist nur indirekt mit der Wegunabhangigkeit erklarbarifdénneren vonC Singularititen liegen),
exakter miRte man sich auf den sogenannten Deformationssatzribgrafed] 8-VI].

21Ein einfach zusammenhangendes GeBietaich AbbildungD.2 vorausgesetzt.
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9(5: f(2)dz= ;[5@ f(2) dz] (D.24)

Entwickelt man jetzt die Funktiorf(z) um die einzelnen Singularitdten herum zu einzelnen
Laurent-Reihen, so kann man mit Hilfe von GleichuBg21 den Residuensatz formulieren.

f(2) dz = 2nj f 2
5@ (2)dz J;resn @ (D.25)

Wie berechnet man jedoch das Residuum an einem (isolierten) singulimkhdPine Kenntnis
der Laurent-Reihenentwicklung vori (z)? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir (die)
drei Typen von Singularitaten,, welche sich durch die Art des Haupttell&) der Laurent-
Reihe vonf(2) unterscheiden{300, 111-4.10].

D.4.1. Hebbare Singularitaten

Hebbare Singularitaten sind solche, fir dig) in der Umgebung vorzg beschrankt (und in
Zp analytisch) ist | , 111-4.2]. Der Remann'sche Hebbarkeitsatz formuliert die Eigenschaft
folgendermalden:

lim (z-2) 1) =0. (D.26)

Existiert fur f(2) aufgrund der Holomorphieeigenschaftzndie Ableitungf’(z) und f(z) ist
beschrankt (lim,z |f(2)| < o), so verschwindet wegen des Satzes vowdBy der Hauptteil
h(2) ganzlich und es gilt rgsf(2) = 0. Ein typischer Vertreter dieser Klasse von Singularitaten
ist die Stellezg = 0 der Spaltfunktiof? f(2) = sinz/z

D.4.2. Pole

Singularitaten, bei denen man von einem Pol der Ordmusgyicht (ein- oder mehrfacher Pol),
sind durch den endlichen Hauptteil

22Dje TavLor-Reihenentwicklung der Spaltfunktion stimmt genau mit deorent-Reihe (die deshalb nur einen
Regularteil besitzt) tiberein: sine- 1—22/3!+Z*/5! - /71 + - -
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an " A n+l +“.+L+ ai
(z-20)" (z-zp)"* (z-2)* z-2

h@2) =

gekennzeichnét. Der Grund liegt in der Darstellungsméglichkeit voff{z) durch ¢— zp)"w(2)
und demzufolgef (2) = (z— 20) "¢(2) mit ¢(2) = 1/y(2). Die Funktiong(2) ist beiz, selbst ana-
Iytisch, denn alle Pole sind entsprechend ihrer Vielfachheitfdds“herausgezogen” und im
Faktor ¢—zp) ™" enthalten. Deshalb kan#(z) um z, in eine Potenzreihe entwickelt werdén

#(2) = Co+ C1(z— 20) + Co(z— 20)? + Ca(z— 20)3 + - -

Die Laurent-Reihe flrf(2) erhalt dadurch die Form:

f(2) = (z-20)"6(2

C Cn
= (Z_Cozo)n + (Z_ Zz)n—l +---4 ﬁ +Ch+ Cn+1(z— Zo) + Cn+2(z_ 20)2 I
a an+1 aq
=y Tt gy ot n) vz . (D27)
h(2)

d. h. der Hauptteih(z) umfal3t nur eine endliche Zahl von Kifigientenayx. Diese Eigenschaft
ermdglicht die Berechnung des Residuums auf der Grundlage der delgé&ormel:

(n-1)

re5, f0) = oy Im Gr -2 121 (D.28)

Die dahinter steckende Idee besteht dafifz) nach Gleichund>.27 durch Multiplikation mit
(z—z0)" zu einer Polynomfunktion zu machen und dann denfkzentena_; durchn—-1 -
malige Ableitung zu extrahieren. Die Richtigkeit kann man einfach durch &ese/onf(2)
nachweisen.

23Damit ist gemeint, dafi_, # 0 ist, alle weiterera, mit k > n jedoch verschwinden.
24Man denke an Forméb.23und die mit ihr verbundenen Ideen auf Selter.
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(n-1)

1 .

+a1(2—20)"" + ao(z- 20)" + au(z- 20)™ + - |

Differentiation der einzelnen Summanden, gefolgt von der Grenzwertbildesigtigt Bezie-
hungD.28.

(n+21)!

res, F(2) = o im | (V- Dtes + Fran(e—20) + T au(e—20)°
+@az(2—20)3+%a3(2—20)4+-~ =a;

Beispiele von Funktionen mit Pol sinidz) = cose& bei 7y = kr (Ordnungn = 1) sowief(2) =
(z—1)2 fiir zp = 1 (Ordnungn = 2)?°.

Speziell fur einfache Pole(= 1) gilt:

res, f(2) = lim [(z-20) f(9)]. (D.29)

was bei gebrochen rationalen Funktionen zu

(z—zo)@] - u(z) lim 252 = W)

u@ 2-2
) V@) 2o V@) V(@)

(D.30)

fuhrt28 7 9-111].

25\\ie man schon an der Form erkennen kann, entspricht in diesem F&lidigion ihrer Laurent-Reihe.
26Dje Herleitung ist einfach, wenn man= 1, limzz, V(2) = V(z0) = O sowie die Regel von iNouLLI-L'H osPITaL
beruicksichtigt.
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D.4.3. Wesentliche Singularitaten

Wesentliche Singularitdten sind solche, die weder hebbar noch ein Pdlisird | 6-VIII],

[ , 111-4.3]. Der Hauptteilh(z) solcher Funktionen hat die Form
a g
h(z) = ;
k=1 (Z_ZO)k

d. h. alle Kodfizientena_ existieren (und zwar unendlich viele). Das Residuum an der Stelle
Zp ist fir diesen Typ von Funktion Ublicherweise mittels Integrationsfoin2ll zu bestimmen
(wie z. B. fiir 627" an der Stelle = 1).

Besitzt eine Funktionf(z) keine wesentlichen Singularitateén dann muRR das Produke £
20)"f (2) die Hebbarkeitsbedingung

lim (z-20)"f(2) = 0

fur irgendeine Zahh e N erfiillen. Bei hebbaren Singularitaten stellt man fest, dal? es sich mit
n=1 genau um FormeD.26 handelt, bei Polen laf3t sich diese Bedingung aus Darstellung fur
f(2) entsprechend Gleichurig 27 ableiten.

D.5. Satz von L 10uVILLE

LiouviLLE'S Satz soll hier, etwas anders als z. B.\ii\[V27, 8 563], in drei Schritten hergeleitet
werden.

1. Soll uns die Frage beschaftigen, ob man eine Supremum (kleinste Stiemr@nke) fir
den Betrag des Kurvenintegralfbsf(z) dz angeben kann. Dazu gehen wir davon aus, dal3
f(2) auf dem Integrationswe@ analytisch und mit sup: |f(2)] = M < co beschrankt ist.
Liegen also au€ keine Singularitaten, dann gilt folgende Ungleichusgp3, 37]:

2> b b b
f f(2)dz sf |f(z)||dz|sf M|dz|:Mf 2.
Z; a a a

27Funktionen, die im Endlichen nur hebbare Singularititen oder Pole begitisenkeinen wesentlich singuléren
Punkt), werden meromorph genanht00, I-6].
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D.5. Satz vorL_iouviLLE

Geht man der besseren Vorstellung halber von einem Integrationsweyaméeterdar-
stellung aus, d. lg; = ¢(a) undz, = ¢(b), dann ist

f|dz| M

wobei letzter Ausdruck genau die Bogenlarlgder KurveC darstellt. Istf(2) wie vor-

X

Jdt‘dt

ausgesetzt auf dem gesamten Integrationsweg analytisch und bé&saftaan gilt fir den
Betragswert des Integrals\[ ,8462], [ , 41]:

‘fcf(z)dz

. Sei Gwceny's Ungleichung fur den Betrag der-ten Ableitung vonf(2) an der Stellezg

<L-M=Lsupf(@. (D.31)
zeC

von Interesse\[ , 85:23]. Wir gehen dabei von Beziehumy17, also einem kreis-
férmigen Integrationsweg mit Radiusim zg, aus um deren Wert (bzw. obere Grenze) zu
bestimmen.

2n
|10(z0)| = 5 f(z0-+re?)ed dal

Anwendung von Ungleichung.31 fiihrt mit der L&angel = 27 und der AbkurzungM =

SUR,-z=r | T (2l zU

21
f f(z0+r€%)e™ do| < 2r sup’ (z0+r€?)e™| =27 M
0 0<9<2rn
und damit direkt weiter zur Relation
M
|10 (z0)] < ~— (D.32)
. Bleibt nur noch der Satz voniduviLLe selbst, welcher nach/[ , §563] folgender-

mafden lautet;

Sei f(2) analytisch und beschrankt nift(z)| < M < oo flir alle ze C (sogar fur
Z— o0, also einegganzeFunktion), dann isf (2) eine Konstante.

Der Beweis steckt in Ungleichurig.32, denn dort heif3t es filr= 1
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4r@

M
< —.
dz r

Lalt man num — oo gehen um die gesamte komplexe Ebene einzuschlieRen, so gilt (unter
der wesentlichen Voraussetzung, ddf Uberall beschrankt sei):

‘m:

dz 0,

d. h. f(2) ist konstant.

Interessant ist im Umkehrschlul3, dal jede nicht-konstante analytisakédruSingula-
ritaten besitzen muf3. Ansonsten ware sie entweder nicht beschrankicueanalytisch,
wurde also die Voraussetzungen nicht erfillen.

Noch zwei Bemerkungen zum Satz vomlviLLg, die seine Bedeutung unterstreichen sollen:

1. InUngleichund>.32steckt fiim = 0 das sogenannte Maximumprinzip nacta[i54 11-6]:

If(z0)l < sup |f(2),
z-20l=r
d. h. der Betrag des Funktionswertes im Pukst immer kleiner oder gleich dem grof3-
ten Betragswert votfi(2) auf dem Kreis mit (irgendeinem) Radiusim z.

2. Der Beweis des Hauptsatzes der Algebra, daf3 jedes Polg(@mit komplexen Koéizi-
enten mindestens eine NullstelleGrhaben muf3, ist mit seiner Hilfe sehr elegant méglich.
Denn héatte die Funktion/p(2) nirgendwo einen Pol (auf uneingeschrankt analytisch),
dann ware sie Uberall beschrankt. NaahdviLLe mif3te es sich bei/p(2) also um ei-
ne Konstante handeln, was der Voraussetzung widersprichp(@a&in nicht-konstantes
Polynom ist [ , 11-3].

D.6. Lemma von Jordan

Der Hilfssatz von C. dkpan hat besondere Bedeutung bei komplexen Integralen, die teilweise
im Unendlichen verlaufen. Er lautet:

Ist die Funktionf(2) analytisch auf dem Integrationswé€y, nach AbbildungD.3
(obere Halbebene) mit— co und hat flra > 0 die Eigenschaft lim,. f(2) =0
oder fura = 0 gleichwertig lim_« z f(2) = 0, dann gilt:
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D.6. Lemma von Jordan

lim f d7f(2dz=0, «€R. (D.33)
—00 Coo
Fur den Beweis gehen wir wie in\[ , §6222] von
rIim € f(2)dz (D.34)
—00 Cw

aus und bestimmen eine obere Schranke fur den Grenzwert. Wie im eustierder Herleitung
von LiouviLLe’s Theorem gilt auch hier, daf3 der Betrag des Integrals kleiner alstgél Uber
den Betrag (des Integranden) ist.

‘ f &% f(2) dz
Co

Mit der Parameterdarstellurz= r € = r cosd +jr sind des Integrationswegé,,, dem zugeho-
rigen Differential & = jr €’ d9 sowie der Beziehung® = g' 0¥ g=esi"? argipt sich schlieRlich

If eiaZf(Z)dZ Srf e—arsine
Coo 0

Der Integrand des rechtsseitigen Integrals ist bezlglich des Ordiratesd@ = 7/2 symme-
trisch und kann deshalb zufg e 'sin? dg vereinfacht werden. Weiter kann man fiir das Intervall
0 < 6 < /2 die Ungleichung sif > 20/x heranziehef? und die Relation

< [ Il ez

e rsind dg . (D.35)

f(reie)| do < r sup|f(2)|

T
2eCq 0

f ? grarsing do < f * e 2ot gy (D.36)
0 0

ableiten, welche nun bei der Berechnung des (vereinfachten) &tdegarwendet wird.

s

2 2 T 2 5 n
2[ erdg=-— e’ = (1-e) (D.37)
0 ar 6=0 ar
Einsetzen in Ungleichund.35 ergibt die Grenzwerte
28Mit einem Bild des Funktionsverlaufes (wie z. B. in 03, 74] oder | , 10.2] angegeben) ist die Ungleichung

sofort einzusehen.
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lim r f gasiige< T (4>0) (D.38)
r—oo 0 104

lim f d%f(2)dz < Z lim suplf(2), (D.39)
r—oo Co o r—)OOZECoo

was mehrere Fallunterscheidungen notwendig macht. Gemeinsam ist alless dian Forderun-
gen an die Funktiorf (2) mit ze C,, geht (d. hz=ré?), welche ein Verschwinden des letzten
Ausdrucks bewirken und dadurcbrban’s Lemma bestétigen.

1. Im einfachsten Fall, d. h. fiir > 0 ist sofort ersichtlich, daR lim,., f(2) = 0 gelten muf3.
AuBerdem ist erwdhnenswert, dafl3 UngleichDrigPdie bekannte Abschatzung lim | fc g?dz| <
7 beinhaltet, welche sich fir = 1 und f(2) = 1 ergibt.

2. Wertea < 0 fuhren zu folgenden Veranderungen an den bisherigen Formeln:

a) In Ungleichundg>.36dreht sich das Relationszeichen.
b) Bildet man den Grenzwert lim,, flr BeziehungD.37, dann ist das Ergebnisco.

c) Wegen der beiden vorangegangenen Punkte haben die UnglegchiudgundD.39
keinen Bestand.

Aus diesem Dilemma kann man sich jedoch durch Drehung des Integratigesivedie
negativ-imaginare Halbebene (angedeutet in AbbildDrg) befreien. Mit den Grenzen
[, 27] und der Substitutiod = ¢+ ist man in der Lage, den Ausgangspunkt hach Unglei-
chungD.35wiederherzustellen und die Beweisschritte vom kafl 0 zu tibernehmefi.

21 21 T
f e—arsine do = f e|a|rsin9 do = f e—\a|r sing d¢
T n 0

3. Sollte der Exponentialfaktar jedoch Null sein, dann verschwindet der Nenner auf der
rechten Seite von Ungleichurigy39 und man muf3 (scharfer noch) lim, z f(2) = O for-
dern. #roan’s LemmaD.33 nimmt unter genannten Voraussetzungen die spezielle Form

lim [ f(2dz=0 (D.40)

an.

29Das Lemma vonakoan (D.33) bleibt jedoch immer in seiner urspriinglichen Form erhalten, d.ist in seiner
realen Auspragung einzusetzen.
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4. LaRt man (abweichend von der Voraussetzung) ein negativ-imagiméu, dann geht
mit & = —j 8 der Betrag des Integrals nach ForrdeB4in

‘fc 2 1(2)dz

Uber. Wegen des Cosinus-Terms im Exponenten wirdak’s Lemma hier nicht zutref-
fen, was aber (wieder) durch Veranderung des Integrationswetfesben werden kann.
Dazu wahlt man als Integrationsgrenzerid, 37/2] und substituierty = 6 — /2 bzw.
cosd = —sing. Durch den neuen Integrationsw€g, im Unendlichen (vgl. auch Abbil-
dungD.5) wird die ursprtingliche Form von Ungleichuig35 wieder hergestellt, womit
der Beweis auf dem gewohnten Weg fortgesetzt werden®Rann

< rf”egfwﬂf(ré@)\ do < r sup|f(2)| " grooss g
0 0

7eCy

T 3z
rsuplf@ | €°¥Yd9 = rsuplf() " greost g
0 s

2eCq zeCl, 5

T .
rsuplf(2 | e” S dp
2eCl, 0

D.7. Uneigentliche Integrale

D.7.1. Anwendung von J orpbaN's Lemmaim Fall ¢ =0

D.7.1.1. Stetige Funktionen

Das Lemma vonakpan in seiner allgemeinen Form nach Gleichungd3 ermdglicht (unter
den angezeigten Voraussetzungen) die Berechnung von uneigemtlicbgralen durch kom-
plexe Integration. Um das Prinzip zu verdeutlichen befassen wir umstaué dem (einfachen)
Spezialfall nach GleichunD.40, welcher die Berechnung des Integrals

j::f(x)dx.

unter Umstanden wesentlich vereinfacht.

3030llte jedochr = j 8 gelten, dann kann dies (wie im reellen Fall) durch Drehung®grin die rechte Halbebene
kompensiert werden.

227



D. Funktionentheorie — Analytische Funktionen

Abbildung D.3.: Integrationsweg(e) fir reelles

Dazu soll auf dem geschlossenen V&g C,, — Cx nach AbbildungD.3 unter Zuhilfenahme
des Residuensatzes integriert werden. Nun lassem wirco laufen, was die Residuen aller
Singularitaterz, in der oberen komplexen Halbebene ()¢ 0) adressiert.

|im9§f(z)dz=2nj Z res, f(2) = Iimf f(z)dz+f f(2)dz (D.41)
r—oo C |mZn>0 r—oo Co oo
0

Mit Jorpan's Lemma erhalt man als Berechnungsvorschrift:

f oof(x)dx=27rj > res, f(@). (D.42)

Im(z,)>0

Das Integray_‘jo f(x) dx kann also einzig und allein basierend auf der Kenntnis der Residuen (an
den Singularstellen,, die oberhalb der reellen Achse liegen) berechnet werden.

Voraussetzungen fir die Anwendbarkeit Notwendige Bedingungen fiir die Anwendbar-
keit von FormelD.42 sind:

o f(X)ist auf dem Integrationsweg entlang der reellen Achse analytisch @sahkinkt);
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D.7. Uneigentliche Integrale

¢ nach #roan’s Lemma gilt in der oberen Halbebene: jm.z f(z) =0
e das uneigentliche Integral konvergiert/[V27, 8 6-22].

Kann man sogar absolute Konvergenz, df_Ti|f(x)|dx < oo nachweisen, dann ist wegen

’f:f(x)dx

der letzte Punkt der notwendigen Bedingungen (gewdhnliche Konverggundsatzlich er-
fallt [ , §4-43].

< foo 1 ()| dx < oo (D.43)

Die Eigenschaft der absoluten Konvergenz kann fur ganz bestimmteeilass Funktionen
generell nachgewiesen werden, wovon eine z. B. die mit der “Abkl®igarakteristik

|Zf(@|<M<o bzw. I <MIX™, o>1

ist [ , 20.2]. Wir betrachten also die Beschranktheit 501 (X)| unter der Maf3gabe, dald
sich eine Zahb-(x) > 1 (wie gefordert) fir jeden WeK > « finden laf3t. Ist dem so, dann gilt im
offenen Intervalky > 0 die Relation

00 r
f |f(x)|dxsrlimex“de

und mit

r
, , 1
Ilmf Mx7dx= M lim ——x*“
r—oo a r—oo 1—0’

kann die absolute Konvergenz entlang des positiven Teils der reelleseAck 0) nachgewiesen
werdertt.

f [f(x)|dx < ll a7 <0

Gleichzeitig wird die Bedingung vorodoan’s Lemma erfillt, denn:

lim |z f(2)| = lim |27 t@Z| <M lim Iz¥7=0

31per Nachweis laRt sich fiir das Integ!ﬁ!;J |f(x)|dx gleichermalen fithren.
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D. Funktionentheorie — Analytische Funktionen

In &hnlicher Art und Weise ist bei exponentiell abfallenden Funktiorieratdsolute Konver-
genz dadurch gegeben, dal sie (wenn eine Z&¥)l> 1 existiert) flr|x| — oo die Ungleichung
|e"™ f(X)] < M < oo erfilller’?. Denn setzt man diese Relation in Ungleichiing3ein

f () dx < f M e dx

und I6st das rechtsseitige Integral auf,

0 o0 M . M . M
f Me 7™ dx = 2Mf e % dx=—-— lim e*"x|g = —(1— lim e*f’T) =—
_ 0 ag

0 g Tooo o Tooo

so wird die Beschranktheit des Ergebnisses erkennbar.

’I:f(x)dx

D.7.1.2. Gebrochen rationale Funktionen

M
<— <o
a

Speziell fur gebrochen rationale Funktionen ist es durch HinzunahmBeniehund>.30mog-
lich, noch folgende Vereinfachung anzugeben (vorausgesetztdéesidd von erster Ordnung):

) P(zn)
oo (¥ x5 |m<%>o q(z0)

Die Bedingung lim_,. z f(z2) = 0 kann man bei (echt) gebrochen rationalen Funktionen dahin-
gehend konkretisieren, dal3 der Grad des Nennerpolya@omsim mindestens zwei groRer als
der des Zahlerpolynomg(x) sein muf3.

D.7.1.3. Halb-analytische Funktionen

Oben halbanalytische Funktionen Fir eine in der oberen komplexen Halbeb€rana-
Iytische Funktionf(z) kann man unter bestimmten Voraussetzungen jeden Funktionswert im

32Der Abfall der Funktionswerte erfolgt hier wegefi*e> x” = & "X noch schneller als bei Funktionen, die durch
[x7 f(X)] < M beschréankt sind (wenxn— oo strebt).

33Als halbanalytischsollen Funktionen bezeichnet sein, dieciner Halbebene vorT uneingeschrankt analytisch
sind.
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D.7. Uneigentliche Integrale

Gebiet Img) > 0 durch Integration entlang der reellen Achse berechnen. Dazu selb@vder
Herleitung von Gucny’s IntegralformelD.14) eine neue Funktion

_ @

02 =5

(D.44)

definiert sein, fur die wir zunachst das Residuum an der (einzigeguiritatzy bestimmen
(vgl. FormelD.29).

. o f |
res, 000 = I [(2- 2092 = im |2~ 25 | = @)
Einsetzen in den Ausgangspunkt des allgemeinen RaksQ@) nach Gleichundp.41 fihrt mit
dem Integrationsweg laut Abbildurigy 3 zu:

. . . = f = f
rlmség(z)dz:27rjf(Zo)=r|@0£w9(2)d2+‘£w£dzzIw%dx'

—— —
0

Im Ergebnis erhalt man &cuy’s Integralformet* in der Halbebene Inzf) > 0 nach [ !
119].

1 ™~ (%
f(20) = — — I D.4
(20) 27 LO v dx, m(z) >0 (D.45)
Rechts halbanalytische Funktionen Sollte f(2) entgegen der bisherigen Ausfiihrungen

im Gebiet Refp) > 0 analytisch sein, dann integriert man auf einem Halbkreis in der rechten
Halbebene entsprechend Abbildungs. Die einzige Singularitét, liegt (wieder) innerhalb der
Kurve C = Cy — C, und hat, nimmt man &cuy’s IntegralformelD.13 sowie Gleichund).21

zu Hilfe3>, das Residuum

05,00 = 5= () 5o 2= 1(2).

34Benennt mamg in zund aulRerdem die Integrationsvariable um, so kommt man zu der itbrstellungf (2) =
le-f_ozo % d¢. Um jedoch Mehrdeutigkeiten zu vermeiden wird (aufBer in Takizllg die Schreibweise mity
beibehalten.

35Denn Beziehundp.45 ist augenscheinlich ein Spezialfall vom@ny’s IntegralformelD.14 fiir den im Unendli-

chen verlaufenden Integrationswé€g= Cx — C., nach AbbildungD.3.
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Nach dem Residuensatz (und bei Anwendung wspah’s Lemma flr den Fall eines positiv
imaginareny, vgl. AbschnittD.6) ergibt sich daraus

f(2 f I £(2) o fg .
Lmﬁdz—ﬁyﬁdz_—jjjwﬁdz_hj reszoﬁ_an f(20)

und somit fUr den Funktionswert an der Stedje

1 > i@

Nimmt man noch die Ersetzurg= jy vor, so laf3t sich die Integration entlang der imaginaren
Achse auf eine reelle Integrationsvariable abbilden (siehe auch Tabg)le

1 fGy)
f(20) = —=— —dy, Re() >0 D.47
(20) = —>— oy @) (D.47)
Abhangigkeit zwischen Real- und Imaginarteil Gehen wir jetzt nocheinmal zum Fall

Im(z0) > 0, d. h. in die obere Halbebettezuriick und betrachten Formel45 mit Blick auf die
Lage vonzg. Nehmen wir (im Gegensatz zu den bisherigen Ausfihrungen) anudét & lage
in der unteren Halbebene und bezeichnen ihn der besseren Unigbsckeit wegen mii; =
X1 +]Jy1. Aufgrund des Fehlens von Singularitaten innerhalb der KGr{siehe Abbildund>.3,
f istin der oberen Halbebene als analytisch vorausgesetzt), mufl3 nad@atteron Gucuy das
Integral

R U P
ci—14 —0 X—2Z1

verschwinden. Bringt man diese Gleichung in Zusammenhang mit dem Rumigch For-
mel D.45auf einen gemeinsamen Nenner,

36\\eitere Varianten beziiglich der Halbebenen, in def{@hanalytisch ist, sind in Tabell®.1 zusammengefaft.

232



1o
f(zo)—zjfmx_z()dx
1> (x-z)f(¥)

@)= 54 ). e z)(x-2)

D.7. Uneigentliche Integrale

1™
O_ZNJLOX—zldX

oo L [P x-2) (9

271) J-oo (X=20)(X—21)

so laRt sich aus der rechtsseitigen Beziehtirdje Aquivalenz

1 = x f(X)
2 Lo (x—20)(X—21)

l 00
XszLo x—zo)(x—21)

21X (D.48)

ermitteln. Deshalb kann man fiir den Funktionswert an der Sigiehreiben:

x f(X)

.
=57 |

1 © z1 F(X)
2ri f_m x—z0)(x—-21)

(=t (T af)
= 2] Lo ez x-2) ¢ 2 L, k-
_ 1 (-z)f(X)

20 e (X=20)(x~271)

Wahlt man den Punkt; jetzt noch (gezielt) als Spiegelung vaman der reellen Achsez =
Xo—]Yo = %)), so ergibt einfaches Einsetzen

1 (%) (%) 1
07 2 L ez

IR G LI
T 21 ) (X—20)(X—20)*

was zu folgenden Berechnungsformeln fifzg) fuhrt [ , 119]:

dx, Yo>0.

f(zo):}fmmdx_i " (X=%0) f(¥) (D.49)

T wlX=22 " A Je IX-202

Durch Einsetzen vorfi(x+jy) = u(x,y) +jv(x,y) lassen sich aul3erdem die Darstellungsformen

3"\Welche die Austauschbarkeit vag= xg +jyo durchx sowieyg durch j(xo— X) im Zahler des Integranden anzeigt.
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1™ you(x0) J _ Yov(x.0)
D.50
M= ) 0z e g =N =X+ (0:50)
_ wm wdx (D.51)

o (X=X0)?+Y3 7 oo (X=X0)2+Y3

gewinnen, wobei die Realteil-Beziehung auchskbn’s Integralformel fur die Halbebene ge-
nannt wird®, Durch getrennte Betrachtung von Real- und Imaginarteil erhalt manusiaia
Formeln

T (X=%0)2+Y5 7T Jow (X=X0)2+Y}

Youx0) 4 1 [ (x=x)ux0)

0Lt /. dx, (D.53)
oo (X=X0)2+Y3 T J-co (X=X0)2+Y3

1
V(Xo,Yo) = o

welche durch Einsetzen in.50undD.51die Berechnung des Funktionswerféz,) = u(Xo, Yo) +
jv(Xo,Yo) aus den Randwerten nur einer Komponente ermdglichen.

f(z) = = f Yo—I(X=X0),\y 0y eix f(z0) = = f (= XO) JyOv(x 0) dx
:—_ (;:Zl)z u(x, 0) dx =7r i (li(( ZO) > V(X,0) dx
T Ux0) o 1 °°V(X,0)
= ewd - Lo e (D.54)

Letztere Beziehungen &fden in Verbindung mit GleichunD.5 auRerdem die Moglichkeit der
Differentiation vonf(2) an jeder Stellegy mit Im(z) > 0 ausgehend von den Randwerten nur
einer Komponent€.

38Die klassische Darstellung desiRon-Integrals wird in der Literatur oft in Polarkoordinaten gegeben, weidur

der Integrationsweg entlang der reellen Achse zu einem Kreis um demdlhatenursprung wirdg{C03, 116],
[ ,n°59], [ ]. Dazu setzt man typischerweige: —tan@/2) = —j ng =-ji v W und geht durch Bilinear-

Transformatiorey = —j 1+$° zu einem Polarkoordinatensystem Uber.

39Bei GleichungD.55 handelt es sichféensichtlich um einen Spezialfall von Ableitungsformel 5 fiir halbanaly-
tische Funktionen (auf einem Integrationsweg entlang der reellen Achse)
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Tabelle D.1.: Berechnungsformeln fur halbanalytische Funktionen

Bedingung \ f(2) =
lm (=0 —f ;(g)zdf éf(i)zdf n—ljﬁ Lz[i(f)]df
Im(2>0 ’
°°f(J§) €-X)f) X)f(f) 1 (™ Im[fE)]
27rf,wJ§ z mf -z % HLX; &-z %
* 1) * yfE) 1 (™ Re[f(9)]
.lln;of(z) ° _Zlfmf % ‘; e _?Jf_m ez ©
°°f(J§) =X 1) X)f(f) 1 (™ Im[fE)]
27rf,ooJ§ z an = % HIw &-z %
- Joo f(f) °°Xf(Jf) 1 (™ Re[f(j9)]
f(Jé—') “ E-Nfie) 1 [ Im[f(é)]
27rf j€- 2% i) liE-72 « ﬂjfm j£-z *
o | &G | LT ;;fzzds L[,
Re@)<0 ) ®
f(Jf) 1 ™ E-nfag) 1 ImfE)]
27rf je-z % M Jow lié~22 * njLo jé-z ®
df(z) 1 f‘” 0 |u(x0) 1 f‘x’ u(x,0)
—— == — = — dx D.55
dxo 7 J_w OX0 | X—20 oo (X—20)? (b-59)

Grenzfalle

1. Sollte $rpaN’'S Lemma wegen lins, f(2) # 0 einmal nicht anwendbar sein, dann muf3
das Integraycm f(2)/(z—2zp) dzfur r — oo berticksichtigt werden. Nehmen wir beispielhaft
den Fall der rechtsseitig halbanalytischen Funktionen, dann hilft digtifuion z— zy =
rd? mit dz=jr &’ do weiter.

. ~ f@d (™ @
Zﬂjf(ZO)_me_Z—ZodZ f_w—Z_ZOdz
i f(2)
dz

1 [
f(@) = o lim * f(zo+1d%do— 2n1f,wz =

NI
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Fur den Spezialfalf (z) = 1 kann man durch formales Einsetzen

f(2)
fcoo ﬁ dz
—_——

1 1 (I~ dz
2 de——.f &y
2ﬂJJ£ 271} Jojeo Z— 20

1 (9 dz 1 =
— — =92, -1
ZNJI,-MZ—ZO 2 -

NI=

s
2

NIN

das uneigentliche Integral

1~ dz .
— =7, Xo>0 D.56
LMZ_ZO j (0.56)

ermitteln und dadurch aucjé (z-20)~1dz = jn fiir Re(zo) > O verifizieren.

2. Alle Ausfiihrungen zu analytischen Funktionen in der rechten Hailteebaben sich bis-
her auf Funktionswerte mit Rey) > 0 beschrénkt. Interessant z. B. flir den Zusammen-
hang zwischen derderier- und LapLace-Transformation sind aber auch die Funktions-
werte auf der imaginaren Achse R§)(— 0. Dazu soll die Funktiorf(2)/(z— zp) auf dem
Integrationsweg entsprechend Abbildubg} betrachtet werden.

Wegen der Holomorphieeigenschaft in der rechten Halbebene mul3 eacisatz von
Caucny folgendes gelten:

. i(Yo—e) e
f - Ilm[ + f + f
Co 7% [J-jeo ilyo+s) JC.

Das Integral auf dem We@., verschwindet nachodpan’s Lemma flrr — oo, wenn
lim;_ f(2) = 0 angenommen werden kann. Die beiden Teilintegrale auf dem geraden In-

=0.

tegrationsweg entlang der imaginaren Achse stellew férO genau einen Gicay’'schen
Hauptwert dar, was ihre Zusammenfassung ermdéglicht.

joo
V. P.f ﬂdz:—limf Edz (D.57)
Lo Z— 20 e=0Jc, Z- 2o

Mit der Substitutionz— zy = €, welche die gewiinschte Integrationskurve verkorpert,
nimmt das Integral auf dem Weg). die Darstellung
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Abbildung D.4.: Integrationsweg mit Singularitat auf imaginarer Achse

f f@ dZ—jf zo+se19 do
c.Z—2 3

an. Bildet man den Grenzwert— 0, so geht es (Stetigkeit vonbei zy vorausgesetzt) in

Iimf Zf() dz=j f(z0) dQ_Jnf(zo) (D.58)

&—0 x
2

Uber, was sich auch als Spezialfall voauGuy’s IntegralformelD.13 deuten laR¢f. Ein-
setzen in unser Zwischenergebhi$7 ergibt

v.waZ(z)o = —jn f(2)

und deshalb

40Formel D.58 impliziert fiir den Fall eines einfachen Pats auf der imaginaren Achse: Ilmofc f(2)dz =
jrres, f(2) und entspricht damit dem Ergebnis (03, 75] fir eingeriickte Pfade (unter gleichen Bedingungen
auf der reellen Achse).

#Sollte broav's Lemma nicht anwendbar sein, so gitt:fi(zo) = 7 fa 2 dz- V. Pf’°° 1@ gz

—Joo Z=2p
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: j fj“’ f(2) j f‘x’ f(JY)
f(iyo) = L V. P. 2 qz=1v.p, D.59
Uyo) = eZ-iYo @ oYy (B-59)

fur Punkte auf der imaginaren Achse. Im Vergleich mit den flrziyef 0 glltigen Bezie-
hungen (insbesondere dem Aquivalentlz49 in TabelleD.1) laRt sich feststellen, daR
der Grenziibergang

: I Vi OLIO) Jf‘” f(y)
[im f == lim d, Re) >0
i, (20) L) v y @)
genau mit dem Ergebnis flir Rg) = 0 Ubereinstimmt.

3. Auf der Grundlage von Forméb.59 kann man zeigen, dal3 Real- und Imaginéarteil ei-
ner rechts halbanalytischen Funktion (entlang der imaginaren Achsepi@klserT-
Transformatiof¥ verkniipft sind [ : 13]. Die Behauptung ist unmittelbar zu verifizie-
ren, wenn marf (jyp) in Real- und Imaginarteil separiert

_ 1 * (0, ' ™ u.,
u(0,Y0) +¥(0, o) = =~ V. P-f _y(_f,g dy+ 2V P‘f y(—;;) v

und beide Seiten der Gleichung betrachtet.

u(0,yp) = —7—1rV. P.I \;/(0 y)dy H{Vv(xo,0)}

1 < u(0,y)
v(0,yo) = = V. P.
©O.yo) =2 Lo y—Yo

dy =-H{u(xo,0)}

Voraussetzungen fur die Anwendbarkeit Eine wesentliche Voraussetzung fur das Ver-
schwinden des Integrals auf dem Integrations@ggach Abbildundd.3war nach dem Lemma
von DbroaN: lim;_,. 2?2 = 0. FUr Funktionen, die in einer Halbebene uneingeschrankt analy-
tisch sind, reduziert sich die Forderung allgemein auf

42Wie in [PP02 9], [ , 5.1] und [Fri85, 4] wird die Husert-Transformationen durct((f)(x) = 2 [ )f((_f) de
definiert.
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= lim |f(2=0.

|Z— 00

im |29 | = jim ﬂ‘
lZz—o| Z—2Z9| |Zd-w|1—275/2

Zu beachten ist dabei, daf# — «~ je nach Verlauf des halbkreisférmigen Integrationsweges
noch mit einer anderen Bedingung, den Real- oder Imaginarte# betreéfend, zu kombinieren
ist (vgl. TabelleD.1).

Weitere Voraussetzungen fir die Anwendbarkeit der Berechnomgsfn bestehen darin, daf3
f(2) auf dem jeweiligen Integrationsweg analytisch (sowie beschrankt) asdzdgeordnete
Integral konvergent sein muf} (siehe auch Absclinift1.7).

D.7.2. Anwendung von J orpbaN's Lemma im Fall a # 0

Um Jrpan’s Lemma in seiner allgemeinen Form anzuwenden, wollen wir den Prozel3 jetzt
etwas umdrehen und zuerst eine komplexe Funkiz) = €% f(2) definieren. Im néchsten
Schritt soll versucht werden, das Integfglxv(z) dz auf der geschlossenen Kur@e= C,, — Cx

nach AbbildungD.3 fiir den Grenzfalt — oo zu evaluieren.

(o)

lim 56w(z)dz=2nj Z reslnw(z)=|imf ei‘”f(z)dz+f d (2)dz
C = JcCey z

r _
o Im(z,)>0 =—0

0

Ausgehend von dem Ergebnis

271j Z res, [€71(2)] = I wei"zf(z)dz, (D.60)

Im(z,)>0

wobei z, wieder die Pole (isolierte Singularitaten) der Funktiefz) reprasentiert, kann man
jetzt noch in Gleichungen fur den Real- und Imaginarteil separieren.

—2r ) Imfres, [é*f(9)]} = Re f wei"zf(z)dz

Im(z,)>0 -

2 Re{reszn[ei"zf(z)]}:Imfwé(’zf(z)dz

Im(z,)>0
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Abbildung D.5.: Integrationsweg(e) fir imaginaxkes

Was hier als Ergebnis prasentiert wurde, hat (insbesondere F@relbetrdfend) beson-
dere Bedeutung fur die inversestuace-Transformation , 81], [ ) 2.4.4], | )
2.22]. Unter anderem wird fir die Voraussetzumg- 0 von brpan's Lemma deutlich, dafd
sich das Konvergenzverhalten des rechtsseitigen Integrals wegabg#schwachten Forderung
lim,_, f(2) = 0 deutlich verbessert.

Die bis hierher gewonnenen Erkenntnisse beziiglich der Integratiomgmitax-Achse lassen
sich auch auf den Weg entlang deAchse entsprechend Abbildurigg5 anwenden [ )
2.32]. Da nach dem Lemma vomrban auch in diesem Fall das Integral auf dem Weg
verschwindet (vgl. letzter Absatz in Abschriiit6, wenna negativ-imaginar ist), wird das unei-
gentliche Integral mit Hilfe der Singularitaten in der linken Halbebene berdudr.

lim SEW(z)dz: 2nj Z res, g(2) = lim f 7 f(2) dz+ " f21(2)dz
r—co Jo ReGI<0 - Jco Z=—joo
0
f(Qdz=21j > res,[¢f@], p>0 (D.61)
Z=—jeo Ren)<0

Fur die Falle von droan's Lemma mit negativen (egal ob reell oder imaginar, vgl. Ab-
schnittD.6) ist der entsprechende Wey bzw. Cy negativ anzusetzen, wenn die ganze Kutve
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betrachtet wird. Aus diesem Grund sind entweder die Integrationsgmesder das Vorzeichen
des reellefimaginaren Integrals umzukehren.

TabelleD.2 gibt einen Uberblick, was die Berechnung uneigentlicher Integrale mit Mife
JorDAN'S Lemma betifiit. Interessant ist speziell fir den Fall= 0, dal3 es danach eine Ver-
bindung zwischen den Residuen der Pole in der oberen und untereriirikam und rechten
Halbebene gibt:

D, lres f@l== > [res, f@].

Im(z,)>0 Im(z,)<0

Tabelle D.2.: Berechnung uneigentlicher Integrale mit Hilfe von Residuen

o' \ Berechnungsvorschrift ‘ Voraussetzund
pos.-reell f d°% f(2) dz = 2nj Z res, [€7f(2)] lim f(z2)=0
—eo Im(zn)>0 |n21‘(_’z)‘;"o
neg.-reell f e 2 £(2)dz = —2nij Z res, [e 192 1(2)] lim f(2)=0
o Im(z,)<0 @0
. joo
pos.-imag. f e f () dz= —2nj Z res, e ()| lim f(2)=0
—joo Re@)>0 a0
. joo
neg.-imag. f €2 f(2) dz = 2nj Z res, [€"7 £(2)] lim f(2)=0
e Re@n)<0 Re@20
0 f f(X)dx = 2nj Z res, f(2) lim zf(2=0
- Im(zn)>0 |£TZ-|I(_Z>)(;OO
0 f f(x)dx = —2nj Z res, f(2) lim zf(2)=0
—o0 Im(z)<0 ,lﬁ@fo
j oo
0 f f(y)dy = —2nj Z res, f(2) Iz|li21mzf(z)=o
e Re@n)>0 Re@)>0
joo
0 f f(y)dy = 2nj Z res, (2 lim zf(2=0
oo Re@)<0 o0
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E.1. Fourier-Transformation

An dieser Stelle sollen einige wichtige Korrespondenzen derigr- Transformation gegeben
sein, welche (als Handwerkszeug) unbedingt bendtigt werden. HEifi@gsaende Abhandlung
inklusive der zugehdrigen Beweise sowie zahlreiche Abbildungen zehkt&im von Signalen
findet man z.B. inff ] ] \ ' ].

E.1.1. Definition

FGw):Imf(t)e‘jwt dt f(t)=%j:wF(jw)ei“" dw (E.1)

(%)

Beide Integrale sind dabei alss@ny’'sche Hauptwerte zu verstehen, d. h. unter andefréir=
[f(t-0)+ f(t+0)]/2. Die Konvergenz des uneigentlichen Integrals bestimmt dabei Gber die
Existenz der jeweiligen Transformierterfriir die Klasse von Zeitfunktionef(t) mit der Eigen-
schaft (absoluter Konvergenz des Integrals)

foo|f(t)|dt<oo

existiertF (jw) jedoch grundsatzlich] ) 5.1].

Fur reelle Zeitfunktionen, welche sich immer in einen geraden und einemadegeTeilf (t) =
fg(t) + fu(t) aufspalten lassen, gilt die Vereinfachung:

Fjw) =2 fo ) fy(t) cosut) dt — 2j fo " (0 sin@t)dt

Aus diesem Gund muf es sich beilR@w) auch um eine gerade, bei Ffjw) jedoch um eine
ungerade Funktion handeln.

1im ungtinstigsten Fall unter Hinzunahme vomr&2-StoRen.
2WegenlF(jw)| = | [ f(edetdt| < [ |ft)edet dt= [ |f(t)ldt.
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E.1. Fourier-Transformation

E.1.2. Regeln
Bezeichnung Zeitfunktion Bildfunktion Bemerkungen
Linearitat af(t)+bg(t) aF(w)+bG(w)
Ahnlichkeit f(at) iF(f) az0
lal \a
Verschiebung f(t—to) el F(y)
ot f(t) F(w—wo)
Differentiation % jwF(w)
. dF
i o
. t F(w)
Integration f(r)dr 7F(0)6(w) + jT F(0) = ReF(0)
f(0) f(t) f ¢
> o(t) ot N F(Q)dQ
Faltung (fy= ) (1) F1(w) Fa(w) f fi(r) fo(t—7)dr
2 f1(t) f(1) (F1*F2)(w)
Vertauschung F(@) 2nf(-w)
E.1.3. Korrespondenzen
Bezeichnung Zeitfunktion Bildfunktion Bemerkungen
Dirac-StoR3 6(t) 1
1 2n6(w) 1=s()+s(-t)
Einheitssprung s(t) no(w)+ —
1 1
. . wT .
Rechteckimpuls r(t) = Tsch Breite T
0  (tI>T/2)
1 (4<T/2)
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s(t) e sin(wot)

(@ +jw)?+wd

Bezeichnung Zeitfunktion Bildfunktion Bemerkungen
. . . 2 ,
Signumfunktion sign() J— signt) = 2st) -1
w
. sign()
nt
2T
e-Funktionen el —_—
1+ (wT)?
ty2 wn)?
Gauss-Impuls e (1) Te & a>0
Kreisfunktionen sin(wot) ja[6(w + wo) — 6(w —
wo)]
CoS(ot) n[6(w — wo) + 6(w +
wo)]
; A —at 1
Einschaltvorgange s(t) e - a>0
a+|w
@o a>0

wo

s(t) sin(wot) i 2 [6(w+wo) —6(w—wo)] + ——2—
2 W3- w2
s(t) coswot) T [6(w + wo) = 8(w — wo)] + —22
2 w3 — w2
Abtastfunktion i 6(t—nTp) wo i 6(w —nNwo) wo = -
N=—oco N=—co TO
E.1.4. Systembeziehungen
Beziehung Bemerkungen
f(t) =o(t) = f(t)

f(t) *6(t—to) = f(t—to)

f " 1) o(t) = £(0)

£(0) = f(—0)42r f(+0)

T

1 [~ 1™ .
Zj:wF(Jw)dw_—fo Re[F(jw)]dw = f(0)

vgl. FormelE.1

I: f(t)dt = I: fy(t) dt = F(0)

siehe auchi ;10-1]
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Beziehung Bemerkungen

lim wF(jw) = f(+0) BedingungF(jw) konvergiert ohne
Einsatz vors(w)

f f2(t)dt = 2_17-1 f IF(jw)ldt ParsevaL'scher Satz

E.2. Uneigentliche Integrale

Integral Stammfunktion Bemerkungen
f eXdx=1 -
0
f x2e™X dx = R
oo 2
f e dx= V1
©  2a -a 2a 1 1
v.P.f _8 _dx=0 In’x— S
—eo X2 —2a2 X+a X2-—a2 x—-a x+a
00 2 fl
V. P.LO rxazdx: 0 In|(x=a)(x+a)| f(()’:)) dx = In[f(X)
< dx .
V. P. —a- 0 In|x—al Existenz nur als
o Caucny-Hauptwert

247







Literaturverzeichnis

[Ach67]

[Ach70]

[AG54]

[AS72]

[BCO3]

[Ben55]

[Bod45]

[Bra03]

[Bud65]

[Bul65]

[BW91]

AcHieser, N. |.: Vorlesungen Giber Approximationstheo&kademie-Verlag, Berlin,
2. Auflage, 1967.

Acuieser, N. |.: Elements of the Theory of Elliptic FunctigrBand 79 der Reihe
Translations of Mathematical Monographs; American Mathematical 3ptavS)
Nauka, Moskau, 2. Auflage, 1970. Ubersetzung (aus dem Russiseh H. McFa-
den, Editor B. Silver.

Acuieser, N. |. und I. M. G.asmann: Theorie der linearen Operatoren im Hilbert-
Raum Akademie-Verlag, Berlin, 1954.

Asramowirz, Mirron und Rene A. Stecun (Herausgeber)}{andbook of Mathema-
tical Functions Dover Publications, 9. Auflage, 1972.

Brown, JaMes Warp und Ruer V. CrurcaiLL: Complex Variables and Applications
McGraw-Hill, 7. Auflage, 2003.

Bennert, W. R.: Application of the Fourier Integral in Circuit Theory and Circuit
Problems IRE Trans. Circuit Theory, 2(3):237-243, September 1955.

Bope, H.W.: Network Analysis and Feedback Amplifier Desigan Nostrand Rein-
hold Co., London, 1945.

BraceweLL, RonaLp N.: The Fourier Transform and Its Application®cGraw-Hill
Series in Electrical and Computer Engineering. Tata McGraw-Hill Publishorg-C
pany Limited, 3. Auflage, 2003.

Bupak, A.: A Maximally Flat Phase and Controllable Magnitude Approximation
IEEE Trans. Circuits Syst., 12(2):279-279, Juni 1965.

BuLrsch, RoLanp: Numerical calculation of elliptic integrals and elliptic functians
Numerische Mathematik, 7:78-90, 1965.

Borcuarpt, C. W. und K. WeiersTrRASS (HerausgeberC. G. J. Jacobi's gesammelte
Werke Band 1-7. Verlag von G. Reimer, Berlin, 1881-91.

249



Literaturverzeichnis

[Cau32]

[Caub4]

[Cay76]

[Che95]
[FBOO]

[Fri79a]

[Fri79b]

[Frig1]

[Fri85]

[Gaul3]

[GKH*79]

[Gui52]

[Gui57]

[Gumb58]

[HHO2]

250

Gwer, WiLaeLMm: The Poisson integral for functions with positive real paulletin
of the American Mathematical Society, 38(10):713-717, 1932.

Gwer, WiLaeLm: Theorie der linearen Wechselstromschaltungsademie-Verlag,
Berlin, 2. Auflage, 1954.

CiyLey, ARTHUR: An elementary treatise on elliptic functiorGambridge: Deighton,
Bell, and Co., London, 1876.

Gien, War-Kar: The circuits and filters handboolCRC Press, 1995.

Frermag, EBeruarp UNd RoLF Busam: Funktionentheorie 1 Springer, 3. Auflage,
2000.

Frrrzscue, Gorreriep: Entwurf passiver Analogvierpaledkademie Verlag, Berlin,
1979.

Fritzscue, Gorrrriep: Grundlagen und Entwurf passiver Analogzweipokkade-
mie Verlag, Berlin, 1979.

Frirzscue, GorTrrIED: INnformationsibertragungverlag Technik, Berlin, 3. Auflage,
1981.

Frirzscue, Gorrrriep: Sighale und Funktionaltransformationenverlag Technik,
Berlin, 1985.

Guuss, C. F.:Die vier Gauss'schen Beweise fur die Zerlegung ganzer algebraischer
Functionen in reelle Factoren ersten oder zweiten Grades (1799-1848ymer 14

in Ostwald’s Klassiker der exakten Wissenschatademische Verlagsanstalt mbH,
Leipzig und Berlin, 3. Auflage, 1913.

GeLLert, W., Dr. H. KisTnER, DR. M. HELLWICH, H. KAsTnER €t al.:Kleine Enzyklo-
padie MathematikBibliographisches Institut Leipzig, 11. Auflage, 1979.

GuiLemi, E. A.: What is Network Synthesi$RE Trans. Circuit Theory, 1(1):4-19,
Dezember 1952.

GuiLLemIN, ErnsT A.: Synthesis of Passive Netwarldehn Wiley & Sons, New York,
1957.

Gumowski, Igor: Some Relations Between Frequency and Time Domain Errors in
Network Synthesis Problemi&kRE Trans. Circuit Theory, 5(1):66—69, Méarz 1958.

HAmMERLIN, GUNTHER UNd KarL-HEINZ Horrmann: Numerische MathematikSprin-
ger, Berlin, 3. Auflage, 1992.



[HK58]

[HIi54]

[HR63]

[Hur00]

[Jac29]

[JE52]

[Kaigo]

[Kau54]

[Koe74]

[Ko6res]

[Kre79]

[Kiip68]

[Leg28]

[Mar95]

[Mei64]

Literaturverzeichnis

Henperson, K. W. und W. H. Ksutz: Transient Responses of Conventional Filters
IRE Trans. Circuit Theory, 5(4):333-347, Dezember 1958.

Hwi, FReppy Ba: A General Method for Time Domain Network Synthe&®& Trans.
Circuit Theory, 1(3):21-28, September 1954.

HorsomMmer, D. J. und Ryan pe Rier: On the numerical calculation of elliptic inte-
grals of the first and second kind and the elliptic functions of Jacbhimerische
Mathematik, 5:291-303, 1963.

Hurwitz, ApoLr. Vorlesungen Uber allgemeine Funktionentheorie und elliptische
Funktionen Springer, Berlin Heidelberg New York Barcelona Hongkong London
Mailand Paris Singapur Tokio, 5. Auflage, 2000.

dcoei, C. G. J.:Fundamenta nova theoriae functionum ellipticaru@orntrager,
Konigsberg, 1829.

JMHNKE, EuGcene und Rtz Empe: Tafeln hdherer FunktionenB. G. Teubner Ver-
lagsgesellschaft, Leipzig, 5. Auflage, 1952.

Kaiser, Hans: Numerische Mathematik und Rechentechnilbutscher Verlag der
Wissenschaften, Berlin, 1980.

Kautz, WiLLiam H.: Transient Synthesis in the Time DomaitRE Trans. Circuit
Theory, 1(3):29-39, September 1954.

KoeniGsBERGER, Leo: Vorlesungen Uber die Theorie der elliptischen Functionen
nebst einer Einleitung in die allgemeine FunctionlehBand 1. B. G. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1874.

KOrnNer, T.W.: Fourier Analysis Cambridge University Press, 1988.

Kress, Dieter: Theoretische Grundlagen der Ubertragung digitaler Signale
Akademie-Verlag, Berlin, 1979.

KiupemULLER, KARL: Die Systemtheorie der elektrischen Nachrichteniibertrag&ng
Hirzel Verlag, Stuttgart, 3. Auflage, 1968.

LeGenpre, ApriaN Marie: Traité des Fonctions Elliptiques et des intégrales euléri-
ennesBand 1-3. Imprimerie de Huzard-Courcier, Paris, 1825-1828.

Marko, Hans: SystemtheorieSpringer, Berlin Heidelberg New York London Paris
Tokyo Hong Kong Barcelona Budapest, 3. Auflage, 1995.

MEeNarpus, GUNTER: Approximation von Funktionen und ihre numerische Behand-
lung. Springer, Berlin, 1964.

251



Literaturverzeichnis

[Mil81]

[Mil92]

[Nee97]

[OM74]

[Pap56]

[Pap62]

[PevI2]

[Pil54]

[PPO2]

[PTVF92]

[PW34]

[SBGO7]

252

M 1LDENBERGER, Orto: Grundlagen der Systemtheorie fur Nachrichtentechnifén-
dienblcher der tecnischen Wissenschaften. Carl Hanser Verlagghdii, Wien,
1981.

M 1LpENBERGER, Orrto: Entwurf analoger und digitaler FilterFriedr. Vieweg & Sohn
Verlagsgesellschaft mbH, Braunschwiiiesbaden, 1992.

NeepHaM, TrisTaN: Visual Complex AnalysisOxford University Press, New York,
1997.

OkELscHLAGEL, DieETER Und WoLF-GErT M arTtHAUS: Numerische MethodeBand 18
der ReiheMathematik fiir Ingenieure, Naturwissenschaftler, Okonomen, Landwirte
B. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Leipzig, 1974.

RreouLss, A.: Frequency Transformations in Filter DesigiiRE Trans. Circuit Theo-
ry, 3(2):140-144, Juni 1956.

RrouLis, ArHaNasios: The Fourier Integral and Its Application®cGraw-Hill Elec-
tronic Sciences Series. McGraw-Hill, New York, San Francisco, Landoronto,
1962.

RNy, A. B.: Computation of Jacobi elliptic functions using Gauss transformation
Computational Maths. and Math. Physics, 32(11):1671-1674, 1992.

PiLoty, H.: Zolotargfsche rationale Funktionen. - Zusammenfassender Bedem-
tralblatt fir angewandte Math. Mech., 3/%175-189, 1954.

RrouLts, Atranastos und S. Uiikrisana Priiear: Probability, Random Variables and
Stochastic ProcessebicGraw-Hill Series in Electrical and Computer Engineering.
Tata McGraw-Hill Publishing Company Limited, 4. Auflage, 2002.

Rress, WiLLiam H., SauL A. TEukoLsky, WiLLiam T. VETTERLING UNd Brian P. F.an-
Nery: Numerical Recipes in C — The Art of Scientific Computi@gmbridge Uni-
versity Press, 2. Auflage, 1992.

RLey, Raymonp E. A. C. und Nreert WieNEr: Fourier transforms in the complex
domain American Mathematical Society, 1934.

SiroN, Maria M., JuLio H. Brasravsky und Granam C. Goopwin: Fundamental
Limitations in Filtering and Contral Communications and Control Engineering.
SpringefTelos, 1997.

SAtarU, ALEXANDRU. Theorie der Informationsiibertragung Friedr. Vieweg &
Sohn, Braunschweig, 1973.



[SS88]

[Sto51]

[St092]

[SU5S]

[Tho49]

[Tod84]

[Tri48]

[Tsc07]

[VU89]

[Wax62]

[Web91]

[Win54]

[Wun62]

[WW27]

[Zve67]

Literaturverzeichnis

Seser, N. und H.-J. &eastian: Spezielle FunktionerBand 12 der Reihdathe-
matik fir Ingenieure, Naturwissenschaftler, Okonomen, LandwBteG. Teubner
Verlagsgesellschaft, Leipzig, 3. Auflage, 1988.

SorcH, L.: Synthesis of constant-time-delay ladder networks using Bessel polyno-
mials Proc. IRE, 42:1666—1675, November 1951.

Sorp, F.: OperatorenrechnungB. G. Teubner Verlagsgesellschaft, Stuttgart, Leip-
zig, 5. Auflage, 1992.

SaL, R. und E. UWsricH: On the Design of Filters by SynthesIiRE Trans. Circuit
Theory, 5(4):284-327, Dezember 1958.

Tuomson, W. E.: Delay networks having maximally flat frequency charactestics
Proc. IEEE, 96:487—-490, November 1949.

Topp, Joun: Applications of transformation theory: A legacy from Zolotarev (1847—
1878) In: SinH, S. P. et al. (HerausgebeApproximation Theory and Spline Func-
tions Nummer 136 ifNATO ASI Ser. CSeiten 207-245, St. Joh/fewfoundland,
1984. NATO Adv. Study Inst., D. Reidel Publishing Company.

Tricomr, Francesco: Elliptische Funktionen Akademische Verlagsgesellschaft
Geest & Portig K.-G., Leipzig, 1948. (bearbeitet von M. Kra

TscueByscHErF, P. L.: OeuvresBand 1, 2. Commissionaires de I'’Academie impe-
riale des sciences, St. Petersburg, 1899-1907. (Werke).

Vicex, MmrosLav und RoLr UNseHAuEN: Degree, ripple, and transition width of el-
liptic filters. IEEE Trans. Circuits Syst., 36(3):469-472, Marz 1989.

WAx, NeLson: A Note on Stable, Physically Realizable, Linear, Time Invariant Sy-
stems IRE Trans. Circuit Theory, 9(4):405-408, Dezember 1962.

WeBer, Hemricu: Elliptische Functionen und algebraische Zahldtriedr. Vieweg
& Sohn, Braunschweig, 1891. (Akademische Vorlesungen).

WINKLER, StanLEY: The Approximation Problem of Network SynthedRE Trans.
Circuit Theory, 1(3):5-20, September 1954.

WunscH, GeruarD: Moderne Systemtheorie Akademische Verlagsgesellschaft
Geest & Portig K.-G., Leipzig, 1962.

Whrttaker, E. T. und G. N. Wrson: A course of modern analysisCambridge
University Press, 4. Auflage, 1927. (Reprinted 1999).

Zverev, Anarol |.: Handbook of Filter Synthesidohn Wiley & Sons, 1967.

253






Index

Additionstheoremel 06
Algebra

Hauptsatz deG7, 68, 224
Allpaf3, 17
Amplitudencharakteristik?4
Amplitudenfunktion,100, 128
Amplitudengang24
Analytizitat, 217

Arithmetisch-Geometrischer Mittelwert (AGM),

189-193

BandpalR57-62
Bandbreite50
Gute,58, 60
Mittenfrequenz 58

Bandsperre62-64

BesseL-Polynom,50

BesseL-Tiefpal3,49-51

Bobpe
Integralsatzel 3
Zerlegungssat2,7

Burterworth-Tiefpal3,28-33

Caucny
Integralformel in der Halbebeng2, 231
Integralformel von212
—Riemann’sche Diferentialgl.,202
Satz von22, 209 223

Ungleichung von223

Verallg. Integralformel von214
Cauer-Tiefpal3, 4448
Cosinus-Transformatiori,0

Dampfung,24
Dampfung,16
Differenzierbarkeit?202
Drosselung24

Elliptische Funktion,106-122
Ableitung, 104, 106
Additionstheoremel 06
Cosinus (Amplitudinis);L00
Definition, 100
Delta (Amplitudinis),100
doppelte Argumente], 11
halbe Argumente] 12
imaginare Argumente,13
komplexe Argumentel 15
Nullstellen,116
Periodenl121, 129
Polstellen]116
Sinus (Amplitudinis),100, 129
spezielle Module103
spezielle Werte102

Elliptisches Integral38
dritter Art, 88

255



Index

erster Art,88
unvollstandigesg9, 101, 195
vollstandiges98, 193
Zweiter Art,88

EuLer-Theorem 106
Exponentialfunktion50

Faltung,2
Faltungssatz,, 7
Filter

BandpaR57-62
Bandsperre§2-64
BEsseL-, 49
BuTTERWORTH-, 28
CAUER-, 44
elliptisches 34, 40, 44
HochpaR55-57
TSCHEBYSCHEFF-, 34

TscHEBYSCHEFF-Invers-,40

Fourier-Transf.,sieheTransformation
Frequenztransformationeby—64
Funktion

256

algebraische;6
analytische217
Ableitung,213
Beschranktheit] 9, 219 222
Funktionswert210
Holomorphie, 202, 217
Kurvenintegral 209
exponentiell abfallend&30
ganze202 223
ganzrationale66
gebrochen rationalé, 66, 71, 221, 230
geradep
halbanalytische?30
harmonische?204
irrationale,66

kausalef
maximal flache?28, 69
meromorphe222
Potential-,204
regulare 204
ungeradet
Funktionaldeterminant®@04
Funktionentheorie?02-241
Hauptsatz dei209

Gauss-Transformation150
Grenzfrequenz5
Gruppenlaufzeit

maximal flache51
GupermaNnN-Funktion,97

Haupttransformation
erste elliptische
ngerade 167
nungeradel54
zweite elliptische
ngerade 187
nungeradel79
Heavisipe-Funktion,8
HebbarkeitsatZ219
HiLeerT-Transf.,sieheTransformation
Hochpal355-57
Holomorphie, 202
Hurwrtz-Polynom,3, 16, 49, 51

Imaginare Transformatio®,7, 113 137
ImpulsantwortsieheLTI-System
Integrabilitatsbedingung@,02, 207
Integral

Beschrankheit230

-formel von Gwchy, sieheCauchy

Konvergenz229



Kurven-,208
-rechnung

Hauptsatz de208

Mittelwertsatz der3
-satze von Bog, 13
Stammfunktion207
unbestimmtes?07, 208
uneigentliches227-241
Wegunabhéangigkeif,08

JacoBr
Elliptische Funktion nachl,00
imaginare Transformation nachy, 113
Jicosr-DeterminantesieheFunktionaldeter-
minante
JorpDAN, Lemma von224, 227, 239

Kausalitat siehel TI-System
Kettenbruch
-entwicklung von coth50
Konvergenz239
absolute3, 229, 244
gewohnliche229
guadratischel9
KroNECKER-Symbol,80
Kurvenintegral 209

L anpen-Transformation140

L APLACE
-Gleichung,204
-Transformationy, 236, 240

L aurent-Reihe,215
Hauptteil,216, 219 220
Regularteil 216
Residuum216

Linearfaktorenf7, 68

LrouviLLE, Satz von222

Index

LTI-System,2—22
Ubertragungsfunktiori,0
Impulsantwort2-5
kausalesb, 20
lineares2
Minimalphasen-16-22
realisierbaresl 9
stabiles 3, 20
Ubertragungsfunktiors, 16, 17
verzerrungsfreiegl9

MacL auriN-Reihe, 217
Maximumprinzip,224
MindestphasensystesicheMinimalphasen-
system

Minimalphasensysteni,6-22
Mittelwerteigenschaft2 15
Modul, 89, 122

Komplementéres39, 101
Modulgleichung, 132, 138, 140, 144,179
Modultransformationern,22-189
Mogrus-Transformationb5, 71
Morera, Satz von210
Multiplikator, 122

NEPER, 16

Nullstellen
der Ubertragungsfunktio,7, 61
der Ubertragungsfunktior,6
Lage,69
Vielfachheit,69
von Polynomen68

PaLey-Wiener-Kriterium, 20

Partialbruchzerlegung,

Periodengitter]16, 129 155

Periodenverhéltnig,32 138, 140, 153 154,
179

257



Index

Phasel6, 24
maximal flache51
Poisson
-Formel (fur die Halbebene}34
-Integral,234
Pol,219
der Ubertragungsfunktior,7, 61
erster Ordnung30
-frequenz 32
-gute,32
im Unendlicheny/1
-kenngroRen32
Ordnung,219
Vielfachheit,220
Polynome 66-70
Potentialfunktionen204
Potenzfilter28
Potenzreihe?02, 215, 217, 220

Quadratische Transformatioiy0

Randwerte213 234
Reelle Transformatiori,38
Residuensat217
Residuum216
eines Pols220
Riemann’'scher Hebbarkeitssat219

Satz von
Caucny, sieheCaucny
JorpAN, SieheJorpan
LiouviLLE, SieheLiouviLLE
ScHWARZ, SieheScHwARrz

Scawarz, Satz von203

Singularitaten218
hebbare212, 219
Pole,219

258

wesentliche222
Sinus-Transformatiort,0
Stabilitat,siehelL TI-System
Stammfunktion207
Superposition?

TavLor-Reihe, 217, 220
Tiefpall
BEesseL-, 49
BuTrTERWORTH-, 28
CAUER-, 44
TSCHEBYSCHEFF-, 34
TscHEBYSCHEFF-Invers-,40
Transformation
Bilinear-,234
Cosinus-10
Fourier-, 244
Definition, 244
Korrespondenzer245
Regeln,245
Gauss-, 150
gebrochen-lineare]1
HiLBerT-, 6, 238
imaginare, 113 137
LaNDEN-, 140
LapLAcE-, 7, 236, 240
Mosrus-, 55, 71
guadratischel40
reelle,138
Sinus-,10
TiefpalR-Bandpalg7-62
Tiefpal3-Bandsperré2-64
TiefpaR-Hochpalg5-57
Transformationsfunktion, 32
algebraischel 24
elliptische, 128

erzeugende Dierentialgleichungl 25



Index

irrationale, 124

rationale, 124, 135
Transformationstheorid,22
TscHEBYSCHEFF-Funktion

erster Art,74

zZweiter Art,84
TscuesyscHEFr-INvers-TiefpalR40-43
TscHEBYSCHEFF-Tiefpal3,34-39

UbertragungsfunktiorsieheLTI-System
Umkehrfunktion,204
Uneigentliche Integral&27-241
Unvollstandiges elliptisches Integra&l9-98
Ableitung,96
Gauss-Form,91
imaginare Argumente)7
Jacosr-Form, 90
Lecenpre’'sche Normalform89
mit Modulwinkel, 92
Riemann'sche Normalform90
spezielle Module93
spezielle Werte92

\olistandiges elliptisches Integr&l3-100
Gauss-Form, 99
spezielle Werte98

\orfaktor,57, 62, 66

Wegunabhéngigkeif 08

259



	Intention
	1 LTI-Systeme
	1.1 Systemüberblick
	1.2 Linearität
	1.3 Stabilität
	1.4 Kausalität
	1.4.1 Fourier-Bildfunktion
	1.4.2 Laplace-Bildfunktion
	1.4.3 Schlußfolgerungen
	1.4.4 Integralsätze
	1.4.4.1 Real-/Imaginärteilbeziehungen in der Laplace-Ebene
	1.4.4.2 Real-/Imaginärteilbeziehungen auf der jw-Achse
	1.4.4.3 Bode's Real-/Imaginärteilbeziehungen
	1.4.4.4 Systeme mit H(oo) ungleich 0


	1.5 Minimalphasensysteme (MPS)
	1.5.1 Eigenschaften
	1.5.2 Zerlegungssatz von Bode
	1.5.3 Schlußfolgerungen

	1.6 Realisierbarkeit

	2 Tiefpaßfilter
	2.1 Approximation im Frequenzbereich
	2.1.1 Approximationsziel
	2.1.2 Bestapproximationen

	2.2 Butterworth-Tiefpaß
	2.2.1 Amplitudencharakteristik
	2.2.2 Polstellen
	2.2.3 Polkenngrößen

	2.3 Tschebyscheff-Tiefpaß
	2.3.1 Amplitudencharakteristik
	2.3.2 Polstellen

	2.4 Inverser Tschebyscheff-Tiefpaß
	2.4.1 Amplitudencharakteristik
	2.4.2 Nullstellen
	2.4.3 Polstellen

	2.5 Cauer-Tiefpaß
	2.5.1 Amplitudencharakteristik
	2.5.2 Null- und Polstellen

	2.6 Bessel-Tiefpaß

	3 Frequenztransformationen
	3.1 Einleitung
	3.2 Hochpaß
	3.2.1 Übertragungsfunktion
	3.2.2 Pole und Nullstellen

	3.3 Bandpaß
	3.3.1 Übertragungsfunktion
	3.3.2 Pole und Nullstellen

	3.4 Bandsperre

	A Algebraische Funktionen
	A.1 Algebraische Funktionen
	A.2 Ganzrationale Funktionen (Polynome)
	A.2.1 Definition
	A.2.2 Erste Ableitung
	A.2.3 Nullstellen

	A.3 Gebrochen rationale Funktionen
	A.3.1 Definition
	A.3.2 Asymptotisches Verhalten
	A.3.3 Erste Ableitung


	B Tschebyscheff-Funktionen
	B.1 Einleitung
	B.2 Tschebyscheff-Funktionen erster Art
	B.2.1 Definition
	B.2.1.1 Analytische Darstellung
	B.2.1.2 Parameterdarstellung 
	B.2.1.3 Rekursive (algebraische) Darstellung
	B.2.1.4 Irrationale Darstellung

	B.2.2 Spezielle Werte
	B.2.3 Funktionsverlauf
	B.2.4 Nullstellen
	B.2.5 Erste Ableitung
	B.2.6 Differentialgleichung

	B.3 Tschebyscheff-Funktionen zweiter Art

	C Elliptische Integrale und Funktionen
	C.1 Einleitung
	C.2 Elliptische Integrale
	C.2.1 Unvollständiges elliptisches Integral erster Art
	C.2.1.1 Definition
	C.2.1.2 Spezielle Werte
	C.2.1.3 Spezielle Module
	C.2.1.4 Funktionsverlauf
	C.2.1.5 Erste Ableitung
	C.2.1.6 Zweite Ableitung
	C.2.1.7 Imaginäre Argumente

	C.2.2 Vollständiges elliptisches Integral erster Art
	C.2.2.1 Definition
	C.2.2.2 Spezielle Werte
	C.2.2.3 Funktionsverlauf
	C.2.2.4 Gauß-Form


	C.3 Elliptische Funktionen
	C.3.1 Definition
	C.3.2 Spezielle Werte
	C.3.3 Spezielle Module
	C.3.4 Funktionsverlauf
	C.3.5 Erste Ableitung
	C.3.6 Zweite Ableitung
	C.3.7 Additionstheoreme
	C.3.8 Doppelte Argumente
	C.3.9 Halbe Argumente
	C.3.10 Imaginäre Argumente
	C.3.11 Komplexe Argumente
	C.3.12 Änderung des Arguments

	C.4 Modultransformationen
	C.4.1 Einführung
	C.4.2 Problemstellung
	C.4.3 Rationale Lösung
	C.4.4 Elliptische Lösung
	C.4.5 Die Transformationsfunktion
	C.4.6 Transformationen erster Ordnung
	C.4.6.1 Imaginäre Transformation
	C.4.6.2 Reelle Transformation

	C.4.7 Quadratische Transformationen
	C.4.7.1 Landen-Transformation
	C.4.7.2 Gauß-Transformation

	C.4.8 Erste elliptische Haupttransformation, n ungerade
	C.4.8.1 Periodenbeziehungen
	C.4.8.2 Funktionsverlauf
	C.4.8.3 Rationale Lösungsfunktion
	C.4.8.4 Nullstellen (Koeffizienten)
	C.4.8.5 Polstellen
	C.4.8.6 Extremwerte
	C.4.8.7 Beziehungen für die elliptischen Funktionen
	C.4.8.8 Der Multiplikator M
	C.4.8.9 Das Modul Lambda
	C.4.8.10 Das komplementäre Modul Lambda'

	C.4.9 Erste elliptische Haupttransformation, n gerade
	C.4.9.1 Funktionsverlauf
	C.4.9.2 Rationale Lösungsfunktion
	C.4.9.3 Nullstellen (Koeffizienten), Pole und Extremwerte
	C.4.9.4 Beziehungen für die elliptischen Funktionen
	C.4.9.5 Das Modul Lambda
	C.4.9.6 Der Multiplikator M
	C.4.9.7 Das komplementäre Modul k'

	C.4.10 Zweite elliptische Haupttransformation, n ungerade
	C.4.10.1 Periodenbeziehungen
	C.4.10.2 Funktionsverlauf
	C.4.10.3 Rationale Lösungsfunktion
	C.4.10.4 Nullstellen (Koeffizienten)
	C.4.10.5 Polstellen
	C.4.10.6 Extremwerte
	C.4.10.7 Beziehung für sn
	C.4.10.8 Der Multiplikator M
	C.4.10.9 Das Modul Lambda'

	C.4.11 Zweite elliptische Haupttransformation, n gerade

	C.5 Numerische Berechnungen
	C.5.1 Der AGM-Algorithmus
	C.5.2 Vollständiges Elliptisches Integral
	C.5.3 Unvollständiges Elliptisches Integral
	C.5.4 Elliptischer Sinus


	D Funktionentheorie – Analytische Funktionen
	D.1 Differentiation
	D.1.1 Cauchy-Riemann'sche Differentialgleichungen
	D.1.2 Harmonische Funktionen
	D.1.3 Funktionaldeterminante analytischer Funktionen
	D.1.4 Die Funktion (z-z0)**n

	D.2 Integration
	D.2.1 Satz von Cauchy
	D.2.1.1 Stammfunktion
	D.2.1.2 Bestimmtes Integral

	D.2.2 Cauchy's Integralformel
	D.2.3 Integralformel für Ableitungen

	D.3 Laurent-Reihe
	D.4 Residuensatz
	D.4.1 Hebbare Singularitäten
	D.4.2 Pole
	D.4.3 Wesentliche Singularitäten

	D.5 Satz von Liouville
	D.6 Lemma von Jordan
	D.7 Uneigentliche Integrale
	D.7.1 Anwendung von Jordan's Lemma im Fall Alpha gleich 0
	D.7.1.1 Stetige Funktionen
	D.7.1.2 Gebrochen rationale Funktionen
	D.7.1.3 Halb-analytische Funktionen

	D.7.2 Anwendung von Jordan's Lemma im Fall Alpha ungleich 0


	E Tabellen
	E.1 Fourier-Transformation
	E.1.1 Definition
	E.1.2 Regeln
	E.1.3 Korrespondenzen
	E.1.4 Systembeziehungen

	E.2 Uneigentliche Integrale


