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1 Einleitung

Dieser Typ von Funktionen wurde insbesondere durch PstueByscHerr iIm Zusammenhang

mit Approximationsproblemen untersuchtsc07, \ , ]. Eine verstandliche
Einfihrung in diese Funktionérenthalten z.B. : ] sowie [: ], Ubersichtliche
Zusammenfassungen der Beziehungen untereinander bzw. zu rarsgezellen Funktionen
enthalt | ], numerische Aspekte werden iR | ] behandelt.

2 TscHeBYSCHEFF-Funktionen erster Art

2.1 Definition
2.1.1 Analytische Darstellung

Die TscuesyscuerrF'sche Funktion erster Art (x) ist definiert als

Th(X) = cosharccox) . Q)

Wegen cos(p) = coshp geht T, flr |x| > 1 in

Tn(X) = coshfarcoslix)

Uber.

2.1.2 Parameterdarstellung

Nimmt man die Substitutionen

Tn(X) =cosfw),  x=cosp, XxeR, [x<1 (2)

in Ausgangsgleichung vor, dann erhélt man fr[X) eine Parameterdarstellung durch tran-
szendente Funktionen. Wegrnvon —z/2 nach+n/2 lauft, dann bewegt sickvon —1 nach+1
undy alterniert im gleichen Intervall. Andere Werte fiirdie aul3erhalb des Intervalls, +1]
liegen, erhalt man, wenn der Paramegémaginar wird. Fiir diesen Fall gilt

Tn(X) =cosh@lgl),  x=coshyl, xeR, [x>1 3)

IMeist sehr stark konzentriert auf diechesyscrerr-Funktionen erster Art.
2Denn fiir imaginéres Argument geht der Cosinus ja bekanntlich in dipretsende Hyperbelfunktion iber, d. h.
cos(jlgl) = coshigl.



2.1.3 Rekursive (algebraische) Darstellung

Die TscueyscuerrF'schen Funktionen haben eine ganz bemerkenswerte Eigenschafsindie
(rekursiv) als algebraische Polynomexidarstellbat.

Th(X) = 2XTn-1(X) = Th-2(X) (4)

Die Rekursionsformel kann ausgehend von der Ordmund und unter Zuhilfenahme des Ad-
ditionstheoremes cas B) = cosw cosB — sina sing abgeleitet werden.

Tne1(X) = cos[(n+1)¢]
= cosfip + )
= cosfip) cosp — sin(ny) sing
= XTn(X) — sin(ny) sing

Mit der trigonometrischen Multiplikationsformel sirsing = [cosg —B) — cos@ +B)] /2 ergibt
sich weiter

The1(X) = XTn(X) — sin(ng) sing
2The1(X) = 2XTn(X) — cos[(n—1)p] + cos(n+ 1)¢]
2Tne1(X) = 2XTn(X) = Tn-1(X) + Tne2(X)
Trs1(X) = 2xTn(X) = Tn-1(%)
was nach Umindizierung Gleichurdigoeweist.
Die Anfangswerte fiin = 0,1 ergeben sich direkt aus Definitionsgleichung

To(X) =1, T1(X) = X

Exemplarisch sind hier noch die nachsten Polynome aufgéfiihrt

To(x) = 2% -1

Ta(x) = 4x° - 3x

T4(x) =8x*-8x%+1
Ts(x) = 16x° — 20x% + 5x

3Aus diesem Grund wird haufig auch der Béydier Tscuesyschere-Polynome verwendet.
“Weitere Polynome bia = 12 kann man z. B. inffS72, Tab. 22.3] finden.



Aus Rekursionsformet ist aul3erdem erkennbar, dal’ das Polyngfix)Tden Grach besitzt.

2.1.4 Irrationale Darstellung

Eine weitere Form der sEuesyscuerr'schen Funktion F(x) kann man aus der Parameterbezie-
hung?2 erhalten, wenn man dieueer’schen Formeln der trigonometrischen Funktionen anwen-
det.

@w 4 g ing
2
_ (cosp +jsing)" + (cosp —jsing)"

2
_ (cosp+ y/cogp—1)"+(cosp— ycoFp—1)"
B 2

Th(X) = cosp =

Vx2_1\n A2\
Tn(x):(x+ X 1)J2r(x X l). (5)

Aus Formels kann auch der LeitkaBzient, also der Kozient vorx”, bestimmt werdeh Dazu
geht man von der allgemeinen Formel fir ein algebraisches Polynom aus

n
Ta(¥) = ) &t
k=0

und bildet einen Grenzwert wiefolgt:

k
2 X
. Th(X . k=0
lim T _ lim
X—o00 Xn X—o00 Xn
n
=) lim aex<"
X— 00
k=0
=an.

Umstellen und Zuhilfenahme der irrationalen DarstellGrigefert den Wert des Kd&zienten
an.

SDer Wert des Leitkofiizienten ist auch direkt aus der rekursiven Darstelliag entnehmen.



an = lim T”—(X)

x—oo XN
i (X+ VX2=1)"+(x— Vx2—-1)"
- xmo 2xn
_ %)!im (1+ \/1—x—1)”+:—2L)!im (1- V1—x1)"
an = 2I’l—1

2.2 Spezielle Werte

Die folgenden Werte ergeben sich direkt aus Definitionsgleichiung

D {+1 (N=0,24,..)
-1 (1=135,..)

+1  (n=0,4,8,..)
Th(0)=4-1 (n=26,10,...)

0 (n=1,3,5,.))
Th(1)=1

2.3 Funktionsverlauf

Die TscueByscHErr'SChe Funktion F(x) ist fir geraden Grad auch eine gerade Funktion, fur
ungeraden Grad eine ungerade Funktion.

Th(—X) = cognarccos{x)]
= cogn(arccox—r)]
= cosfarccox— nr)
Tn(=X) = (-1)"cosfarccox) = (-1)"Tn(X) (6)

Die Form des Polynoms kann deshalb folgendermafien angenommen werden

n/2
Y gex (n=0,2,4,..)
Tn(X) = k:(%_l)/z (7)
X Y ox (n=135,..)
k=0
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Abbildung 1: TscueByscuerr-Funktionen (X)

Der Funktionsverlauf von J(x) ist fir einige Werten in Abbildung1 dargestellt.

Die Funktionen F(x) approximieren im Intervall{1, +1] fur eine gegebene Ordnung die Nul-
linie gleichmaRi§. AuBerdem bilden die sExesyscuerF'schen Funktionen ein sogenanntes Or-

thogonalsysteryy welches fiim > 0 durch die Beziehung

2 T0(0) Tin(X) 0 (£m
< WY TmY gy =
f-l V1-x2 X 1 (n=m)

gekennzeichnet ist{H92, 1.2.3.], | , 22.5]. Beweisen laf3t sich diese Relation ausgehend
von der Parameterdarstellu@gind der Ableitungdx/dy = —sing = — V1- x2, wenn man das
Integral folgendermaf3en schreibt:

Onm=
b

2 (T Tm(®) . 2 (7
;Il ﬁdx_;ﬁ cosfip) cosfry) dy .

6Die Funktion Th(X) erfiillt im Sinne der gleichmaRigen Approximatityh— gn|l., = min die Zielfunktiong(x) = 0.
"Orthogonale Funktionen spielen eine wichtige Rolle bei der stetigen Appaticim im Mittel (Gauss-
Approximation), denn sie ermdglichen die einfache Berechnung deffikienten fur die Naherungsfunkti-

on| , ]



Durch Erweiterung des Integrationsintervalls atf [+x] erhalt man ein bekanntes (vollstandi-
ges) trigonometrisches Integral.

2 M1 Tm(®) 1 (™ -
;11 ﬁdx_ ;IRCOSOQD)COSW)dQD—(Smn

Die rechte Seite der letzten Gleichung enthalt das sogenamotedker-Symbol

5mn:{0 (n#m) ‘
1 (n=m)

2.4 Nullstellen

Die Nullstellenx, sind leicht aus der (reellen) Parameterdarstelmgn To(X) zu bestimmeh

y=0
ng0k=g+kﬂ'

I\ n
=|k+=]- keZ
Pk +2)n, €

Damit gilt fur xy

Xk = COSpk
1\ x
—COS|:(k+§)ﬁ:|
Xk = CO k—}z k=1,2 n-1,n (8)
ok_ 2 n ’ — Ly ey g 11

Die Einschrankung des WertebereichesKist an dieser Stelle sinnvoll, da sich wegen der Pe-
riodizitat des Cosinus sonst Werte firwiederholen wiirdeh Bei ungeradem Grad existiert
eine Nullstellex, = O fur den Index = (n+1)/2.

Betragsmal3ig wiederholen sich also die Nullstellen wedan Symmetriepunkin(+ 1)/2 tber-
bzw. unterschreitet, vgl. Abbildungjund | ]. Dieser Fakt kann auch durch die Beziehung
Xn-k+1 = —Xk ausgedrickt werden.

8Imaginére (oder komplexe) Nullstellen existieren nicht, 4§ = cosharcoshx|) die x-Achse niemals schnei-
det.
9Die Anzahl der Nullstellen deckt sich auBerdem ausgezeichnet mit dadn@es Polynoms J(x) in Gleichungs.
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Abbildung 2: NullstellenverteilungAyp = 7/n)
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= _)gk

Die Linearfaktordarstellung des Polynomg(X) kann mit dieser Erkenntnis und dem schon
bekannten Leitko@izienten 2-1 vereinfacht werden. Dazu sei zuerst von ungeradem @Grad
ausgegangen.

Th(x) = 2" ﬁ(x— Xk)
k=1

(n-1)/2

=27 [ ] (=% (x4 %)
k=1
(n-1)/2

=2V [ ] 0¢-xg)
k=1

Fur gerades gilt

n/2
Ta() =271 [6@ =)
k=1



2.5 Erste Ableitung

Die erste Ableitung ist zum Beispiel aus der Parameterfdm gewinnef.

%——sin

do B 14
=—4/1-coggp
=—-V1-x?

Mit der (in gleicher Art und Weise gewonnenen) Ableitung yamach dem Parameter

ﬂ = —nsin(ny)
de
= —n4/1-co2(ny)
=—n41-y2
ergibt sich T,(x) zu
T =
J1-V2 _T2
- w =n Lg(x) (9)
1-Ti(x)
_ ny/1-co(narcco)
V1-x2
_ nsin(harccox)
V1-x2

nsin(narcco)

Ta(x) = sin(arccos)

(10)

Die Extremwerte liegenféensichtlich bei cosgr/n) wobei T,(x) an diesen Stellen abwechselnd

die Werte+1 annimmt. In Polynomform kann man die Ableitung vog(X) recht einfach aus
Formel7 gewinnen.

19Noch einfacher ist die Anwendung der Kettenregel auf die analytisanst&lungl.



n/2
2x Y, kgx@k-1) (n=0,2,4,...)
Th(®) =1 0-552 (11)
> (2k+1)cex® (n=1,3,5,..)
k=0

Ahnlich wie Ty, ist auch T,(x) in Abh&ngigkeit vom eine gerade oder eine ungerade Funktion.

nsin[narccos{x)]
sin[arccos{X)]
nsin[n(arccox - r)]
sin(arccox—r)
nsin(harcco— nr)
~ sin(arccox)
n(-1)™!sin(harcco)
sin(arccos)

TH(-X) =

Th(=¥) = = (D)™ (9 (12)

2.6 Differentialgleichung

Mit den ersten Ableitungen nach dem Parametdiann man durch Gleichsetzen mip dlie

folgende Diferentialgleichung' entwickeln | , 45], [ , 84].
do = dx __ dy
Vi-x2  nyl-y?
dy dx
nVi-y2 Vi-x2
(1) [Th(9]? = n?[1-TA(x)| (13)

Sie wird durch die ¥cuesyscuerr-Polynome {i(X) = Xp_, axxX erfullt, deren Kodfizientenay
entweder

e rekursiv durch Anwendung von Gleichudg

e durch Berechnung der Nullstellen nach Foreglefolgt von Ausmultiplizieren der Line-
arfaktordarstellung J(x) = 2" [Tp_; (X— Xx);

11Dje gleiche Diterentialgleichung ergibt sich, wenn mae: sinu = cos(i— /2) undy = cos p(u—x/2)] substitu-
iert. AulRerdem steckt dieser Ansatz schon implizit in Gleich@ing

10



e oder aber durch Losung des sich aus ddfdbéntialgleichung 3 ergebenden Gleichungs-
system$’

bestimmt werden kdnnen.

3 TscHEBYSCHEFF-Funktionen zweiter Art

Die TscHeBYScHEFF-Funktion zweiter Art ist definiert durch

sin[(n+1)arccos
sin(arccos)

Un(x) = (14)

Vergleich mit FormelLO zeigt, dafl3 es sich beid()kx) um die erste Ableitung der Funktion T (X)
handelt.

1
Un(X) = mT

n+1

Es handelt sich bei diesen Funktionen ebenfalls um orthogonale Polydameach folgender
Formel auch rekursiv beschrieben werden kdnnen.

Un(X) = 2xUn-1(X) = Un-2(X)

In Abbildung 3 ist der Verlauf von (X) fur unterschiedlichen Graaldargestellt.

12pjie Bestimmung der Kd#izienten aus der Herentialgleichung ist wohl eher ein theoretischer Weg. Praktisch
wird fast immer die Rekursionsforméloder aber eine geschlossene Losungsformel (die hier nicht abgeleite
wurde, vgl. [ , §4.2.]) zur Anwendung kommen.

11



o A ‘ j ‘
-1 -0.5 0 +0.5 +1

Abbildung 3: Tscuesyscherr-Funktionen Li(x)

Weitere Informationen zu dieser zweiten Art vorcHeBYscHEFE-Funktionen kann man z.B.
in[ 1, [ ] oder | ] nachlesen.
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