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Das vorliegende Papier richtet sich an Studenten und Ingenieure démideh-
nik, Signalverarbeitung oder Nachrichtentechnik, die ihr Wissen zur tianmgén-
theorie atfrischen wollen. Vorausgesetzt werden dabei Grundkenntnisseter h
ren Mathematik, insbesondere defferential- und Integralrechnung. Empfehlens-
wert fur einen tieferen Einstieg halte ich besond&s(3, [ ] und wegen der
permanenten Anschaulichkeit£e97, auerdem den Klassikenf ] sowie die
kurzen anwendungsbezogenen Einflhrungef b4 , jeweils Anhang Il].
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1 Differentiation

1.1 CaucHy-RiEmAnN'sche Differentialgleichungen

Holomorphe bzw. analytische Funktiortesind solche, deren Grenzwert

df@ _ . fz+h- 1@

dz h—0 h zeC (1)

existiert und eindeutig ist, die also an der Steltifferenzierbar sind. Man fordert hierbei nicht
unbedingt, daf¥(2) fir alle zeinen solchen Grenzwert hat — man kann sich auch auf ein be-
stimmtes Gebiet beschranKemie “Einwertigkeit” des GrenzwerteOfie-Valuedl spielt auf
Funktionen an, bei denen er davon abhangt, aus welcher Richtungeharéibert. Er kann so-
gar dann existieren, wenn der Funktionswert selbst nicht existierizvidesinz/z an der Stelle
z=0). Nicht analytisch sind unter anderen die Funktiong(z4a) bei a oder auch log fur
z=0.

Eine SchluR3folgerung von B.iRanN in Bezug auf die “Einwertigkeit” des Fierentialquotien-
ten (nach Gleichund) der analytischen Funktion(z) = u(x,y) +jv(X,y) mit z= x+jy war, daf}
bei Annaherung ix-Richtung, also bei konstanteyr(horizontal) der gleiche Grenzwert gelten
muR, wie bei Anndherung aysRichtung (bei konstantem also vertikaly.

ot  at@

ax  A(y) 2)
au(x.y) +-3V(X,Y) __oulxy) +<9V(X,Y)
AX ax dy dy

Vergleich von Real- und Imaginarteil liefert die@ny-Riemann'schen Diferentialgleichungen

1in der komplexen Analysis nennt man eine Funktion analytisch, wenmgit @ine Potenzreihiz) = o Ck(z—
20)¥ dargestellt werden kanri[ir00, 11-3]. Da jede holomorphe Funktion auch analytisch ist, werden beile B
griffe oft &quivalent gebraucht.

2Eine Funktionf(2), die auf ganzC analytisch ist und im Endlichen keine Singularitét besitzt, nennt geanze

Funktion (typische Vertreter sind Kreis-, Exponential- und Hyperbétionen) | ) 1-3, 88].
SEin exakter Beweis wird ausgehend von der Definition deeBintialquotienten inf{C0J und [ , §51]
gefiihrt.

4Sie sind eine notwendige Bedingung fiir digtBienzierbarkeit vori(z) an der Stelle



ou(xy) _ ov(x.y) ou(x,y) _ _av(x,y)

oX ay oy oX ®)

und wegen der Unabhangigkeit des Grenzwertes von jedweder anumigsrichtung (6/dz =
of/ox=0f/0(y)) aulBerdem

s OU(xy) ov(Xy)  OV(X.Y) _.au(x,y)
r@a= ax 1 Toax T dy J dy )

bzw.

df@) _0f@) __0f@

(2= dz oX oy

(5)

1.2 Harmonische Funktionen

Differenziert man beide Teile dea@ny-Riemann’schen Diferentialgleichungef jeweils nach
xundy

o2u(xy) _ *v(x.y) Pu(xy) _ 4V(%Y)
X2 Oxay axoy  ox
d2u(xy) _ *v(x.y) Pu(xy) _ V(xY)
ayox  oy? a2 dydx

und addiersubtrahiert sie daraufhin diagonal, so erhéalt man (wegen der Vehizaiseit der
Reihenfolge von partiellen Ableitungen, Satz vam&arz):



82U . u_ oV v
0x2  gy2  oxdy 0yox

v 0  du  %u
a2 " @ " ayox  axay

Real- und Imaginarteil analytischer Funktionen sind harmonische bzwntidtenktion, d. h.
sie geniigen denaeLace-Gleichungemu = Uyy + Uyy = 0 UNdAV = vyx + Wiy = 0. AulBerdem ist
wegen

9 i = 9 , 9 a0 ,
(9_xRe[f @)= @Im[f 2] @Re[f 2] _—E(Im[f 2]

auchf’(2) und jede weitere Ableitung wieder analytisch.

1.3 Funktionaldeterminante analytischer Funktionen

Nimmt man f(2) als Abbildung des Vektorg = (x,y)" auff = (u,v)" wahr, dann ist oftmals
die Funktionaldeterminanteagbei-Determinante) von besonderem Interés&erade fiir ana-
Iytische Funktionen hat sie eine sehr einfache Losung, welche sicliaflberus den Guchy-
Riemann’schen Diferentialgleichungen ableitet.

x Uy

u
ViV

a(u,v) ‘ _

_0u dv ou ov au\? 6v2_ (22
90| | v, v, |~ ox ay ay ox (5) (5] =l

Tax oy dy ox  \ax

Eine Schluf3folgerung ist die, daB fur alle Punktder komplexen Ebene, an denéf{z) ei-

ne Wert ungleich Null hat, die Funktionaldeterminante nicht verschwin@etlte f/(z) in der
Umgebung vore au3erdem noch stetig sein, dann existiert eine (eindeutige) Umkehrfinktio
z=y(f) furalle f € C\ {0}.

5Beispielsweise bei Koordinatentransformationen, Flachen- und Volimegralen, also Anwendungen die mit
infinitesimalen Flachenelementen der A4 d dxdy rechnen.
5Eine Funktionf wird auch algegulér bezeichnet, wenn die Funktionaldeterminante nicht verschwindet.



1.4 Die Funktion (z- zp)"

Besondere Bedeutung fiir viele Beweise der komplexen Analysis hatdldi&n (z— z)". Hier
soll einmal mit Hilfe der Gucuy-Riemann’schen Diferentialgleichungen deren Holomorphie-
gebiet bestimmt werdénWir gehen dazu von Gleichuriaus und bilden die partiellen Ablei-
tungen nach undy. Zur Vereinfachung soll die Exponentialdarstellungz, = r € verwendet
werden, wobei berlcksichtigt werden mul3, daf eigentliehr (x,y) undé := 6(x,y) gilt.

—(Z Zo)n ne|n9

n 1e|n9a ne|n9 69

lor .00
n 4né e
=nr"e (r 8X+J8x)

~n(z-20)" (16r .66’)

rox Jox
Fur die Ableitung nacly gibt es bis hierher keinen Unterschied, d. h.

or 86)

—(z 2)" = n(z—z0)" (ray J@

Setzen wir jetzt (kurzyy = 0 und erarbeiten die Zusammenhange zwischen dé&erBitialen

der arithmetischen und der Exponentialform fii x+jy = r é’. Dazu soll von den bekannten
Formeln

r=2=Vzz = \(X2+y? 0=,§z=arctan§—/(

ausgegangen und dann die Ableitungen gebildet werden.

"Meist wird dieser ausfiihrliche Weg aus Aufwandsgriinden gemietemphl er eine gute Ubung darstellt.



o__x _X o__y Y
X \@ry2 T oy  \heryr T
00 y Yy 00 X X

ax Xty 12 dy Ry 12

Jetzt kdnnen die so gewonnenen Ausdriicke eingesetzt werdemitngs= xo +jyo zu

2 (-2 = n(e- m)“(%?—iﬂ%)
=nz-2)"(*2-175")

= r_z(Z—Zo) (z—20)* = n(z—29)"*

fuhrt®. Ahnlich wird mit der Ableitung nacl verfahren, nur das gedanklich noch der Zwischen-
schritt der Substitution nacly puszufiihren ist.

: w_ 1o
a(m(z 20)" = n(z- Zo)( i ay)
-z ( XO_jy;z)/O)

= r_z(Z_ZO) (z-20)" = n(z—20)"™*

SchluR¥folgerung:Z—zp)" ist flir positivesn an jeder Stelle analytisch, denn es gilt Gleichuizg
in der Form:

0 n_ n-1_ n_ n
5,22 =n(z-2) ( 20)" = 8(”) ——(z-2)".
Fir den Falln < 0 ist f(2) jedoch nur furz # 7z analytisch, denn beide Seiten der vorange-

gangenen Aquivalenz sind sonst unbestimmt. Ein sich daraus ergsbRadeltat, welches in
Abschnitt3 bewiesen wird, ist:

8Wobei - zp) (z— 29)* = r? beriicksichtigt wurde.



0 (n+-1)
95(2—20)“dz= .
¢ 2rj  (n=-1)

2 Integration

2.1 Satz von C AucHy

2.1.1 Stammfunktion

Fir eine analytische Funktidi(z) = u(x,y) +jv(X,y) ist die Existenz einer Stammfunktiéi(z) =
U(x,y) +jV(xy) mit F’(2) = f(2 dann gegeben, wenn die Integrabilitdtsbedingung nach Glei-
chung3 erfilllt und auBerdem die partiellen Ableitungen stetig sind. Der erste TreBeleaup-

tung ist zu verifizieren, indem man miz e dx+ jdy eine formale Zerlegung voR(2) in Real-
und Imaginarteil vornimmt\{ , §4-6].

F(z):ff(z)dz
:f[u(x,y)+jv(x,y)] (dx+jdy)

= f u(x,y) dx—wv(x,y) dy+j f u(x,y) dy + v(x,y) dx (6)
du av

Erinnern wir uns nun an die Aussage von Abschhifi dal3 die Ableitung einer analytischen
Funktion auch wieder analytisch ist, so gilt Gleichuhigp der Form

dU(xy) OV(xy) _dV(xy) .dU(xy)
X ax  dy Ay

f(@) = u(xy) +iv(xy) =F' (2 =

und aquivalent dazu:

U(x.y) = oU(xy) _ oV(x.y) V(x.y) = _0U(ky) _ aV(xy)

oX ay ay oX

(7)



Mit diesen einfachen Resultaten kann man die Integranden in FéraieIDifferentialformef
in R? ausdriicken.

qu= (X,y) dxt AU(x.y) dy

_OV(xY) aV(x.y)
X By = dx+ dy

dv
oX oy

(8)

Aus der Diferential- und Integralrechnung mehrerer Veranderlicher (sowidlyeraeinerun-
gen wie der Vektoranalysis oderfBérentialgeometrie) ist nun bekannt, daf3 fur die totalen Dif-
ferentiale dJ und dv genau dann Stammfunktionen existieren, wekhin= Uyy bzw. Vyy = Vyx

gilt. Diese Bedingung ist fir stetige Funktionen aber grundsétzlich (Sat&wovarz) und flr
harmonische Funktionen erst recht erfllt.

2.1.2 Bestimmtes Integral

Nach dem Hauptsatz der fBérential- und Integralrechnung existiert eine Verbindung zwischen
der Stammfunktion und dem bestimmten Integral, welche unter bestimmten Bedingaundie
im komplexen Fall Giltigkeit hat§C03, 42].

d Z
pr f()de =12
dz faﬂ'b

Anders als im eindimensionalen Fall muf3 man bericksichtigen, dal3 betegrdiion zwischen
zwei Punkten %,z € C) der Integrationsweg eine Rolle spielen kann. Ist er in Parameterform
als z= x+]jy = ¢(t) darstellbar, so gilt mit 2= ¢’(t)dt fur das Kurvenintegral (zweiter Art)

allgemein:

F@) = fc f(2)dz= fc o] (Ot

Sollte f (2) aber analytisch auf der Kun@sein'®, dann ist das Integral wegunabh&ngig und man
kann in gewohnter Art und Weise

9Totales Diferential, welches fiir eine infinitesimale Anderung der Variabigndie resultierende Anderungdd
bzw. v beschreibt.

10Mman sagt auch, die Funktiof(z) muR auf dem Integrationsweg (der vollstandig in einem einfach zusatwine
genden Gebiet verlaufen muf3, Nebenbedingung) steftigrdnzierbar sein.



f f(29dz= fzz f(2dz=F(z)-F(z) (9)
C Z1

rechnen , 42]. Eine anschauliche Begriindung steckt in den Beziehubgga Uy, bzw.
Vyy = Vyx, denn sie weisen auf infinitesimaler Ebene (im Sinne desARn'schen Diferential-
begrifs) daraufhin, daf3 die “Fortschrittsrichtung” oder -Reihenfolge vollkomungerheblich
ist. Exakt kann die Wegunabhéangigkeit z. B. mit Hilfe der KettenregelFtinktionen mehrerer
Veranderlicher bewiesen werdénDazu gehen wir von der Parameterdarstellnagy(t) + jé(t)
fur den Integrationswe@ aus, bilden in einem zweiten Schritt die Ableitungen bizw. V
nacht und ersetzen anschlie3end die (entstehenden) partiellen Ableitungemugxry) und
v(x,y) unter Zuhilfenahme von Beziehumg

U(t) = U [u(t).6(1)] V() =V [w(t).6(1)]
%Ltl 6U(>< y)w() 6U(xy) 0 tzlj\t/ 6V(x y)w() (9V(>< y) 0
U’ (t) = u(x. )’ (1) - V(X Y)¢' () V' (1) = V(. V) (1) + u(x.Y)&' (1)

Die letzten Ausdricke stellen genau didiBientialformen in Formed dar, was uns zum Ende
des Beweises bringt.

U(xy) = fc UG ()~ V(% V)8 (0] ot V(xy) = fc UG (@) + V(% V) (0] ot
o t
=L 0’ (t) dt =£ V' () dt
=U(t2) - U(ta) =V(t2) - V(tr)
= U(x2,Y2) —U(X1,¥1) =V(x2,¥2) = V(X1,¥1)

Ist die KurveC sogar geschlossen, dznahert sich wiedez;, dann kommt man zum Hauptsatz
der Funktionentheorie bzw. Satz voauChy [ ,852], [ , 1-5, 86], [ , 44-46]:

Ist f eine Funktion vore, analytisch? an allen Punkten auf und innerhalb der ge-

11Ein Beweis des Satzes vom@ny mit Mitteln der Vektoranalysis ist in( 1 11-5] zu finden.
12oraussetzung ist eigentlich nur, d&@) innerhalb und au€ kontinuierlich ist (vgl. Anmerkungen und Beweis

10



schlossenen Kurv€, dann gilt:

9S‘f(z)dz:0. (20)
c

Sollte f(2) im Inneren vorC nicht Uberall analytisch sein, dann kann das geschlossene Kurven-
integral einen Wert ungleich Null besitzen (siehe dazu AbscBjitt

Damit sind uns nunmehr drei gleichwertige Kriterien fir den Nachweisgedafich beif (2) um
eine analytische Funktion handelt, bekannt:

1. die Gwcny-Riemann'schen Diferentialgleichungen,
2. die LarLace-Gleichung fir den Real- und Imaginéarteil und

3. der Satz von @cny (Wegunabh&ngigkeit des Kurvenintegrafds

2.2 Cauchy’s Integralformel

Als ein Resultat des Satzes vonucay kann man jeden Weift(z), wobei die Funktionf in der
Umgebung vore analytisch sei, durch ein Kurvenintegral ausdriicken. Dazu defimiaint ein-
fach f(2)/(z- zp) als neue Funktion, welche im Punktnicht analytisch ist, und integriert auf
einer den Punkty einschlieBenden Kurve. Da sich der Integralsatz verc@y nur auf Funktio-
nen anwenden laRkt, die im Inneren der Ku@/analytisch sind, umgehen wir diese Widrigkeit
wie in Abbildung1 dargestellt. Dabei wird die Kurv@ zuerst in zwei halbkreisférmige Teilkur-
venCy undC; nach Teilbildlazerlegt.

Sgﬂdzzf 1@ . (1@,

ci—4 ClZ_ZO CZZ_ZO

Danach werde€; undC, entsprechend Abbilduntp separiert und als Kurven so geschlossen,
daR jede fur sich analytisch ist. Au3erdem sollen sich beide Kurven an®dginalen Stick
des aulReren Halbkreises, bezeichnet@itzw. C;, sowie dem inneren Halbkreis (inklusive

der waagerechten Teilstlick€] bzw. C; zusammensetzen. Dann gilt nackuGiy’s Integral-
satz10:

in[ ,§52]).
13Der Beweis der umgekehrten Behauptung, namlich daR ein Verschwiteseintegrals auf eine analytische Funk-
tion schlieBen 1&Rt, wird Satz vond¥era genannt f , 75], [ ) 11-3.5].

11
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/
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Cz
! " x ! " x
(a) Offene Kurven (b) Geschlossene Kurven

Abbildung 1: Integrationswege zur Herleitung voauCuy’s Integralformel

é f(Z) d2=f ﬂdz.k Edz:o’ mitV=1,2
c,Z-%D c,i—2 cri—2

und deshalb

fﬂdz:—f ﬂdz.
c,Z-D cr -0

Mit der Substitution

z-z=ré’ j—;sre'g (11)

kann man fir jeden der Integralausdriicke auf den inneren Kurven
f@ f f@ o f jo

—dz= —ré’dh= f re?)dg
nyZ_ZO z=] o T j o (z0+r1€")

schreiben. Lassen wir jetzt den Radiugegen Null gehen, d. h. betrachten den Wert@in
der Umgebung vouy:

im j [ t@o+rdds=— [ 1@)d =i ) olc;
r— C‘,,/

7"
(&4

Da sich die Integrale auf dem analytischen Teil der “glattgezogenenvefuC;” wegen der
entgegengesetzten Richtung kompensieren, ergibt sich schluf3endlich:

12



56 —f @ dz= f —f @ dz+ —f 2) dz
ci—-o c,Z—n c, 22D

= —j 1(z0) (Oloy + Olcy)
= —j f(z0)(=27 - 0) = 2] f () .

Ein ausschlieRlich rechnerischer Beweis ist folgendermaf3en zu ezbring

§10 . f 1@ 1@ @),
cZ-2% c z-2

_ £ 1@-f) dz
—9% 77 dz+f(20)9§;z—zo

Der erste Summand stellt fizr— zy eine hebbare Singularitat dar (vgl. Abschdi}t d. h. der
Grenzwert

lim M = f’(z)
VAR

yan i)

existiert. Damit ist der Integrand eine analytische Funktiorzférzy und wegen des Satzes von
Caucny das Integral

ng(z)—f(zo)dzzo
c Z-2 '

Der zweite Summand ist mit der Substitutibh

27
f(Zo)Sé:z(_j—zz():jf(Zo)SECd@:jf(Zo)L d6 = 21 f(20) (12)

und somit

1@ 4y o
56 ZOdz_27rjf(zo). (23)

Benennt man noch die Variablen um (= z und z ;= &), dann erhalt man die &cuy’sche
Integralformel | , 47].

13



_ 1 1@
f(z)_gjggétzdg (14)

Bei der Interpretation fallt sofort die bemerkenswerte Eigenschadt einalytischen Funktion
(innerhalb vorC) auf, dalR der Funktionswef{z) eindeutig durch die Randwerte auf der Kurve
C bestimmt ist.

2.3 Integralformel fur Ableitungen

Die (erste) Ableitung einer analytischen Funktion kann man auch durchweiveKintegral in
der komplexen Ebene ausdrickéen\[/27, § 522]. Um dies nachzuweisen, soll zuersiCay’s
Integralformell14 in die Definition der ersten Ableitung einer Funktidnan der Stellez (1)
eingesetzt werden.

P, f(z+h)—f(z)_ 1 . 1 f(&) f(&)
f(Z)—L'L“of—sz'L“oﬁ[Ség_z_hdf‘ﬁg—_z ]

Nun werden die Argumente beider Integrale auf einen gemeinsamen Nggbracht, dann im
Zahler ausmultipliziert und zuletzt der Grenzwert aufgeftst

1imld_f@__f@
2rjh—0h Jcé-2z—-h ¢&-2z

}9€ f)E-2-fE)E-z-h)
hJc E-z-h)(¢-2

_ 1 e
= 27rjr|1|21056; i—z-he-2%
1L @

- %jﬂg(f—z)@—z)df

Der so gewonnene Ausdruck

(2

1 .
2 0 dg
1 .

14Ein in mathematischer Strenge gefiihrter Beweis, der auch die Kuieingehend beriicksichtigt, ist iif\[
§522] zu finden.

14



B f(&)
2n1j Je (£-2)?

(2 = g (15)

ermdglicht die Berechnung der Ableitung vdnan jeder Stellez durch ein Kurvenintegral.
Voraussetzung dafur ist nur, daf3 der Puniktder komplexen Ebene von einem Integrationsweg
eingeschlossen wird, auf deren Rande und in dessen InfiE@esnalytisch ist.

Durch erneute Anwendung der obigen Formeln kann man zur zweiten Algeiti(z) gelan-
gen | , 8§522].

2 f(&)

M=% Rz

dg

Fur weitere Ableitungen ergibt sich in der Fortsetzung die Verallgemeinarei€sche Inte-
gralformel

M N f(£)
0@~ 57 ) o o)

welche durch vollstdndige Induktion beweisbar ist. Sie fuhrt zu der ntksgen Schlul3folge-
rung, daR eine analytische Funktion beliebig offatienziert werden kann

Fir den speziellen Fall, ddRein Kreis mit Radius umzist, kann man Beziehunts konkreti-
sieren. Dazu ist die Substitutigh- z=r d und daraus abgeleitet (6 = jr d wieder hilfreich.

15Unter der immer gegebenen Voraussetzung, daf die Integratiorgkso/mah bet liegt, daf sie in einem einfach
zusammenhangenden Gebiet verlauft.

15



2n o
f(”)(z)zzr;_!jfo %jréede
f(”)(z)zn—! f 2ﬂf(z+rei9)e‘j”9 do 17)
2" Jo
1 . .
f’(Z):ﬁf0 f(z+re"’)e"" do

f(2) = 2—1ﬂj;2ﬂf(z+rei9) do (18)

In letzter Formel {8) wird die sogenannte Mittelwerteigenschaft vofz) bei der Integration
auf dem umschlieRenden Kreis deutlich.

3 LaurenT-Reihe

Bei der Laurent-Reihenentwicklung wird davon ausgegangen, dald sich die komplexevertig
Funktion f(z) um einen Punkip € C in eine unendliche Reihe der Form

[ee)

f@= ) anz-2)" (19)
N=—oo
entwickeln lait | , 856,6-1], [ , 55]. Integriert manf(z) auf der KurveC um 2z,

wobei
e f(2) innerhalbC analytisch sein muf3
e undC ein Kreis mit moglichst kleinem Radius sein soll,

dann ergibt sich mit der Darstellutiy

f(2) = +a2(z—2) 2 +a1(z—20) " +a0+au(z—20) + ax(z— 20)* + - (20)
D(2

fur das Integral

18Die Funktiond(2) entspricht der AvLor-Reihenentwicklung (Potenzreihe) einer reellen Funktisn(f3, 53].

16



Sé; f(2dz= nz_z_: [Sé; an(z—2z0)"dz +9§Ca_1(z—zo)‘1dz+5€(l)(z)dz.

Die Funktion®(2) = Y n-0an(z— 2)", der sogenannte Regularteil, ist analytisch, weshalb dieses
Integral verschwindet. Gleiches gilt fur das Integral Giber den Halidtenea ;) der LAURENT-
Reihe

ZSE (z- Zo)n 0

was sich ausgehend von Substitutionsforfirieshachweisen laft.

1 jre?
dz= —_do
9@(2—20)” g crnend

_ jr—(n—l)sge—j(n—l)e "
c

1 .
=~ e =0 firnz1

Es bleibt also nur das Integral tibari(z— z)~! tibrig, dessen Wert nachaGeny’s Integral-
formel 13 genau 2ja_; ist'’. Den Kodfizientena_; nennt man das Residuum vd(z) an der
Stellezg und kiirzt ihn (meist) mit regf (2) ab.

95 f(2dz= 96‘—dz 2nja_1 = 2nj res, f(2) (21)

Wie bestimmen sich nun aber die anderen fke®ntena,? Zur Beantwortung dividieren wir
einfach Gleichun@0 durch ¢— zp)™?.

@

oy = e 20) 2+ an(Z—20) " + Bne1 + Bns2(Z— 20) + Anya(z— 20)° +

Integration Uiber die neu gebildete Funktian-@) ("1 f(2) hat dieselbe Konsequenz wie vor-

1Die Funktionf (z) in der Integralformell3von Caucny wird hier durchf(2) := a_; reprasentiert.
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dem — es bleibt nur der Term mit dem Exponentdniibrig, d. h. sowohl Haupt- als auch Regu-
larteil verschwinden wieder.

@ . .
9§ (z-z0)™1 2= 21 2

Durch Kombination der Beziehungen kann man fir die faientena, (n € Z) jetzt eine ge-
meinsame Berechnungsvorschrift angeben.

RERSNTe
= 5 R i 22

Aus vorangegangener Formel ist der Zusammenhang zwischen Holomonmd Analytizitat
einer komplexen Funktiori(z) erklarbar. Nehmen wir dazu an, dd(¥) in zo holomorph ist —
dann

e verschwinden alle Kd&zientena; mit negativem Index (Satz vonaGcuy, Formel10);

e entsprechen die mit positivem Index genau denfKnenten einer &vLor-Reihe (bzw.

MacLaurin-Reihe im Komplexen, vgl. §CO3 53]), wenn man Beziehun@6 bertick-
sichtigt'®,
(n
o b 9 =108 (20
an = 1] c(z-2) - ! (23)
— O f@(z-20)"*dz=0 n<0
o 1 -2 (n=<0)

Die Laurent-Reihe entartet in diesem Sinne zu einer Potenzreihe, woraus folgtiedarktion

f(2) analytisch ist. Solltef (2) im Punktzg dagegen nicht holomorph sein, dann haben wir es mit
einer Singularitat zu tun, d. h. ihreslrent-Reihe ist von der AvLor-Reihe verschieden. Welche
Falle dabei zu unterscheiden sind, stellt der folgende Abschnitt dar.

4 Residuensatz

Der Residuensatz ist eine logische Fortfilhrung bzw. AnwendungmfenBtnisse des vorigen
Abschnittes, in welchem der Beffrdes Residuums erstmalig auftaucht& (o, 111-6]. Er er-

18Fir die Existenz der Reihenentwicklung ist Voraussetzung f@@eliebig oft diterenzierbar ist.
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(a) Ausgangssituation (b) Zwischenschritt (c) Ergebnis

Abbildung 2: Eingeschlossene Singularitaten

mdglicht die einfache Berechnung von (geschlossenen) Kurvendhéegmwenn innerhalb des
Integrationsweges ein oder mehrere Singularitatenfyanliegen™®.

Einleitend missen wir uns aber mit der Frage befassen, wie sich der BEiRsobhrerersingu-
larer Punkte auf den Wert des umlaufenden Integrals auswirkt. DdlzensBeispiel nach Ab-
bildung 2aum zwei solcher Punkte auf dem (geschlossenen) @/egegriert werden|]
10.3].

Ist die Funktionf (2) au3er an den Singularitdten und insbesonder€aufalytisch, dann kann
man den Integrationsweg entsprechend Abbild2bgeranderi. Eine solche Wahl des Inte-
grationswege€ fuhrt dazu, daf3 sich die Kurvenintegrale UBgrundC, aufheben, also

S@f(z)dz:j;lf(z)dz+£2f(z)dz+£3f(z)dz+ C4f(z)dz
0

gilt. Dieser Umstand ist graphisch in AbbilduBigdargestellt und kann folgendermalRen zusam-

mengefal3t werden:
ggf(z)dz:sg f(z)dz+§ f(2)dz.
C Ci Co

Umschliel3t ein Kurvenintegral auf seinem We@ingularitaten, dann kann dessen Wert durch
separate Integration um alesingularen Punkte bestimmt werdén

BInsbesondere Gleichuriti zeigt deutlich, daR die Kenntnis des Residuums, 1i€g) := a_; sehr hilfreich bei der
Berechnung vog% f(2)dz sein kann.

20Djeser Fakt ist nur indirekt mit der Wegunabhangigkeit erklarbarifdénneren vonC Singularititen liegen),
exakter miRte man sich auf den sogenannten Deformationssatzribgrafed] 8-VI].

21Ein einfach zusammenhangendes GeBietach Abbildung? vorausgesetzt.
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ﬁf(z)dz:;[sgcn f(z)dz] (24)

Entwickelt man jetzt die Funktiorf(z) um die einzelnen Singularitdten herum zu einzelnen
Laurent-Reihen, so kann man mit Hilfe von Gleichug den Residuensatz formulieren.

f(2)dz = 2nj f 2
9@ (2)dz J;resn @ (25)

Wie berechnet man jedoch das Residuum an einem (isolierten) singulémkhdhne Kenntnis
der Laurent-Reihenentwicklung vori(2)? Zur Beantwortung dieser Frage betrachten wir (die)
drei Typen von Singularitaten,, welche sich durch die Art des Hauptteli&) der Laurent-
Reihe vonf (2) unterscheiden{300, 111-4.10].

4.1 Hebbare Singularitaten

Hebbare Singularitaten sind solche, fir dig) in der Umgebung vorzg beschrankt (und in
Zp analytisch) ist | , 111-4.2]. Der Remann'sche Hebbarkeitsatz formuliert die Eigenschaft
folgendermalden:

lim (z-2) 1) = 0. (26)

Existiert fur f(2) aufgrund der Holomorphieeigenschaftzndie Ableitungf’(zy) und f(z) ist
beschrankt (lim,z |f(2)| < o), so verschwindet wegen des Satzes vowdBy der Hauptteil
h(z) ganzlich und es gilt rgsf(2) = 0. Ein typischer Vertreter dieser Klasse von Singularitaten
ist die Stellezg = 0 der Spaltfunktiof? f(2) = sinz/z

4.2 Pole

Singularitéaten, bei denen man von einem Pol der Ordmusgyicht (ein- oder mehrfacher Pol),
sind durch den endlichen Hauptteil

22Dje TavLor-Reihenentwicklung der Spaltfunktion stimmt genau mit deorent-Reihe (die deshalb nur einen
Regularteil besitzt) tiberein: sine= 1—22/3!+Z*/5! - /71 + - -
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an " A n+l R ao +a—l
(z-9)" (z-zp)"? (z-2)* z-2

h(2) =

gekennzeichnét. Der Grund liegt in der Darstellungsméglichkeit voff{z) durch ¢— zp)"y(2)
und demzufolgef (2) = (z— 20) "¢(2) mit ¢(2) = 1/(2). Die Funktiong(2) ist beiz, selbst ana-
Iytisch, denn alle Pole sind entsprechend ihrer Vielfachheitfdds“herausgezogen” und im
Faktor ¢—zp) ™" enthalten. Deshalb kan#(z) um z, in eine Potenzreihe entwickelt werdén

#(2) = Co+ C1(z— 20) + Co(z— 20)% + Ca(z— 20)3 + - -

Die Laurent-Reihe flrf(2) erhalt dadurch die Form:

f(2) = (z-20)"6(2

Co C1 Cn-1
= (Z_ Zo)n + (Z_ Zo)n—l +---4 ZE_ZO +Ch+ Cn+1(z— Zo) + Cn+2(z_ 20)2 P
an A nt1

— a1 5
= (Z—Zo)n + (Z—Zo)n*1 +...+H+ao+a1(z—zo)+a2(z_zo) e, (27)

h(@

d. h. der Hauptteih(z) umfal3t nur eine endliche Zahl von Kiigientenayx. Diese Eigenschaft
ermdglicht die Berechnung des Residuums auf der Grundlage der delgé&ormel:

(n-1)

re5, 10 = oy Im Gr -2 1) (28)

Die dahinter steckende ldee besteht dafifz) nach Gleichung27 durch Multiplikation mit
(z—z0)" zu einer Polynomfunktion zu machen und dann denfkzentena_; durchn—-1 -
malige Ableitung zu extrahieren. Die Richtigkeit kann man einfach durch &ese/onf(2)
nachweisen.

23Damit ist gemeint, dafi_, # 0 ist, alle weiterera, mit k > n jedoch verschwinden.
24Man denke an Formé&l3und die mit ihr verbundenen Ideen auf Seife
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(n-1)

1 .

+aL1(2—20)"" + ao(z- 20)" + au(z— 20)" + - |

Differentiation der einzelnen Summanden, gefolgt von der Grenzwertbildesigtigt Bezie-
hung?28.

(n+21)!

res, f(2) = o im | (V= Dles + Frau(e—20) + T au(e—20)°
+@az(2—20)3+%a3(2—20)4+-~ =a

Beispiele von Funktionen mit Pol sinidz) = cose& bei zg = kr (Ordnungn = 1) sowief(2) =
(z—1)72 fiir zp = 1 (Ordnungn = 2)?°.

Speziell fur einfache Pole(= 1) gilt:

res, f(2) = lim [(z-20) f(9)], (29)

was bei gebrochen rationalen Funktionen zu

(z—zo)@] - u(z) lim 222 = W)

u@ 2-2
) V@) 2o V@) V(@)

(30)

fuhrt28 7 9-111].

25\Wie man schon an der Form erkennen kann, entspricht in diesem F&lidigion ihrer Laurent-Reihe.
26Dje Herleitung ist einfach, wenn man= 1, limz_z, V(2) = V(z0) = O sowie die Regel von ikNouLLI-L'H osPITaL
beruicksichtigt.
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4.3 Wesentliche Singularitaten

Wesentliche Singularitdten sind solche, die weder hebbar noch ein Pdlisird | 6-VIII],

[ , 111-4.3]. Der Hauptteilh(z) solcher Funktionen hat die Form
a g
h(z) = ;
k=1 (Z_ZO)k

d. h. alle Kodfizientena_y existieren (und zwar unendlich viele). Das Residuum an der $telle
ist fur diesen Typ von Funktion Ublicherweise mittels Integrationsforfiedu bestimmen (wie
z.B. fiur €127 an der Stelleg = 1).

Besitzt eine Funktionf(z) keine wesentlichen Singularitateén dann muR das Produke £
20)" f (2) die Hebbarkeitsbedingung

lim (z-20)"f() = 0

fur irgendeine Zahh e N erfiillen. Bei hebbaren Singularitaten stellt man fest, dal? es sich mit

n=1 genau um Forme&l6 handelt, bei Polen laf3t sich diese Bedingung aus DarstellunigZ)ir
entsprechend Gleichurly ableiten.

5 Satz von L 10uVILLE

LiouviLLE'S Satz soll hier, etwas anders als z. B.\ii\[V27, 8 563], in drei Schritten hergeleitet
werden.

1. Soll uns die Frage beschaftigen, ob man eine Supremum (kleinste Stieranke) fr
den Betrag des Kurvenintegralﬁssf(z) dz angeben kann. Dazu gehen wir davon aus, dal3
f(2) auf dem Integrationswe@ analytisch und mit sup: |f(2)] = M < co beschrankt ist.
Liegen also au€ keine Singularitaten, dann gilt folgende Ungleichusgp3, 37]:

v.3 b b b
f f(2)dz sf |f(z)||dz|sf M|dz|:Mf 2.
z; a a a

27Funktionen, die im Endlichen nur hebbare Singularititen oder Pole begitisenkeinen wesentlich singuléren
Punkt), werden meromorph genanht 00, I-6].

23



24

Geht man der besseren Vorstellung halber von einem Integrationsweyaméeterdar-
stellung aus, d. hg; = ¢(a) undz, = ¢(b), dann ist

f|dz| M

wobei letzter Ausdruck genau die Bogenlarlgder KurveC darstellt. Istf(2) wie vor-

X

Jdt‘dt

ausgesetzt auf dem gesamten Integrationsweg analytisch und bé&satiaén gilt fir den
Betragswert des Integrals\[ ,8462], [ , 41]:

‘fcf(z)dz

<L-M=Lsupf(@. (32)
zeC

. Sei Gwceny's Ungleichung fur den Betrag der-ten Ableitung vonf(2) an der Stellezg

von Interesse\[ , 85-23]. Wir gehen dabei von Beziehurg, also einem kreisfor-

migen Integrationsweg mit Radiusum zp, aus um deren Wert (bzw. obere Grenze) zu

bestimmen.

2n
|10(z0)| = 5 f(zo-+re?)ed dH'

Anwendung von Ungleichungl flhrt mit der Langel = 27 und der AbkirzungM =
SUR,z=r | T (2l zU

21
f f(z0+r€%)e™ do| < 2r sup’ (z0+r€?)e™| =27 M
0 0<h<2rn
und damit direkt weiter zur Relation
M
|10 (zg)] <~ (32)
. Bleibt nur noch der Satz voniduviLLe selbst, welcher nach/[ , §563] folgender-

mafien lautet;

Sei f(2) analytisch und beschrankt nmift(z)] < M < oo flir alle ze C (sogar fur
Z— o0, also einegganzeFunktion), dann isf (2) eine Konstante.

Der Beweis steckt in Ungleichurip, denn dort heifdt es fiir=1



4r@

M
<—.
dz r

Lalt man num — co gehen um die gesamte komplexe Ebene einzuschliel3en, so gilt (unter
der wesentlichen Voraussetzung, ddf tberall beschrankt sei):

‘m:

dz 0

d. h. f(2) ist konstant.

Interessant ist im Umkehrschlul3, dal jede nicht-konstante analytisakédruSingula-
ritaten besitzen muf3. Ansonsten ware sie entweder nicht beschrankicueanalytisch,
wurde also die Voraussetzungen nicht erftllen.

Noch zwei Bemerkungen zum Satz vomlviLLg, die seine Bedeutung unterstreichen sollen:

1. In Ungleichung32 steckt fiirn = 0 das sogenannte Maximumprinzip nacra[i54 I1-6]:

If(z0)l < sup |f(2),
z-20=r
d. h. der Betrag des Funktionswertes im Pukst immer kleiner oder gleich dem groéf3-
ten Betragswert votfi(2) auf dem Kreis mit (irgendeinem) Radiusim z.

2. Der Beweis des Hauptsatzes der Algebra, daf3 jedes Polg(@mit komplexen Koéizi-
enten mindestens eine NullstelleGrhaben muf3, ist mit seiner Hilfe sehr elegant méglich.
Denn héatte die Funktion/p(2) nirgendwo einen Pol (auf uneingeschrankt analytisch),
dann ware sie Uberall beschrankt. NaahdviLLe mifte es sich bei/p(2) also um ei-
ne Konstante handeln, was der Voraussetzung widersprichp(@g&in nicht-konstantes
Polynom ist [ , 11-3].

6 Lemma von Jordan

Der Hilfssatz von C. dkpan hat besondere Bedeutung bei komplexen Integralen, die teilweise
im Unendlichen verlaufen. Er lautet:

Ist die Funktionf(2) analytisch auf dem Integrationswé€l), nach Abbildung3
(obere Halbebene) mit— oo und hat fira > 0 die Eigenschaft lim,. f(2) =0
oder fura = 0 gleichwertig lim_« z f(2) = 0, dann gilt:
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r—oo

Iimf d2f(2)dz=0, «@€R. (33)
G

Fur den Beweis gehen wir wie in[ , §6222] von

(34)

aus und bestimmen eine obere Schranke fur den Grenzwert. Wie im eustierder Herleitung
von LiouviLLE'S Theorem gilt auch hier, dal3 der Betrag des Integrals kleiner alstiggal Gber
den Betrag (des Integranden) ist.

l fc 2 f(2) dz

Mit der Parameterdarstellurz= r € = r cosd +jr sind des Integrationswegé,,, dem zugeho-
rigen Differential & = jr €’ d9 sowie der Beziehung® = g' 0¥ g=esi"? argibt sich schlieRlich

If eiaZf(Z)dZ Srf e—arsine
Co 0

Der Integrand des rechtsseitigen Integrals ist bezlglich des Ordiratesd = 7/2 symme-
trisch und kann deshalb zufg‘f e 'sin? g vereinfacht werden. Weiter kann man fir das Intervall
0 < 6 < /2 die Ungleichung sif> 20/x heranziehef? und die Relation

fz e—arsina do < fE e—%m’e do (36)
0 0

ableiten, welche nun bei der Berechnung des (vereinfachten) &tdegarwendet wird.

< [ eIl ez

e dg.  (35)

f(reie)| do < r sup|f(2)|

T
2eCy 0

s

2 2 T 2 5 n
2[ e 0= - g a0 e _ 7 (1_ e—wr) (37)
0 ar 6=0 ar
Einsetzen in Ungleichungb ergibt die Grenzwerte
28Mit einem Bild des Funktionsverlaufes (wie z. B. in 03, 74] oder | , 10.2] angegeben) ist die Ungleichung

sofort einzusehen.
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lim r fo gvsiige< ™ (4>0) (38)

f g% f(2) dz
Co

was mehrere Fallunterscheidungen notwendig macht. Gemeinsam ist alless dian Forderun-
gen an die Funktiorf(2) mit ze C,, geht (d. h.z=ré?), welche ein Verschwinden des letzten
Ausdrucks bewirken und dadurcbrban’s Lemma bestétigen.

lim

r—oo

< lim suplf(), (39)
o I’HOOZECO0

1. Im einfachsten Fall, d. h. fiF > O ist sofort ersichtlich, daR lim,., f(2) = 0 gelten muf3.
AulBerdem ist erwdhnenswert, dafl3 Ungleich8fidie bekannte Abschatzung lim., | fc g7 dz| <
7 beinhaltet, welche sich fir = 1 und f(2) = 1 ergibt.

2. Wertea < 0 fuhren zu folgenden Veranderungen an den bisherigen Formeln:

a) In Ungleichung6 dreht sich das Relationszeichen.
b) Bildet man den Grenzwert lim., fur Beziehung37, dann ist das Ergebnisc.

c) Wegen der beiden vorangegangenen Punkte haben die UngleiohB@ged 39
keinen Bestand.

Aus diesem Dilemma kann man sich jedoch durch Drehung des Integratigeswe
die negativ-imagindre Halbebene (angedeutet in AbbildB)ngefreien. Mit den Gren-
zen fr, 27] und der Substitutio® = ¢ + x ist man in der Lage, den Ausgangspunkt nach

Ungleichung35 wiederherzustellen und die Beweisschritte vom kal 0 zu Uberneh-
merr”,

21 21 T
f e—ar sing do = f e|a|rsin9 do = f e—\alr sing d¢
T T 0

3. Sollte der Exponentialfaktar jedoch Null sein, dann verschwindet der Nenner auf der
rechten Seite von Ungleichu®® und man muf3 (scharfer noch) lim, z f(z) = 0 fordern.
JorDAN'S Lemma33 nimmt unter genannten Voraussetzungen die spezielle Form

Iimf f(2dz=0 (40)
Coo

r—oo

29Das Lemma vonakpan (33) bleibt jedoch immer in seiner urspriinglichen Form erhalten, dist.in seiner realen
Auspragung einzusetzen.
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an.

. LaRt man (abweichend von der Voraussetzung) ein negativ-imagia&u, dann geht

mit a = —j 8 der Betrag des Integrals nach Forr@élin

fc 72 1(2)dz

Uber. Wegen des Cosinus-Terms im Exponenten wirdak’s Lemma hier nicht zutref-
fen, was aber (wieder) durch Veranderung des Integrationsviefesben werden kann.
Dazu wahlt man als Integrationsgrenzen’d, 37/2] und substituierty = 0 — 7/2 bzw.
cosd = —sing. Durch den neuen Integrationsw€(, im Unendlichen (vgl. auch Abbil-
dung5) wird die urspringliche Form von Ungleichu®g wieder hergestellt, womit der
Beweis auf dem gewohnten Weg fortgesetzt werden ¥ann

srfne3r°°w|f(rei9)| do < r sup|f(2)| " oo g
0 0

zeCq

T 3z
rsuplf(@ | €°°Yds = rsuplf(2) 2 breoss gy
0 z

2eCq zeCl, 5

T .
= rsup|f(@ | eP"dp
zeCl, 0

7 Uneigentliche Integrale

7.1 Anwendung von J orbAaN's Lemmaim Fall @ =0

7.1.1 Stetige Funktionen

Das Lemma vonakpan in seiner allgemeinen Form nach Gleichugjermdglicht (unter den
angezeigten Voraussetzungen) die Berechnung von uneigentlictegmalen durch komplexe
Integration. Um das Prinzip zu verdeutlichen befassen wir uns zuergiemiteinfachen) Spe-
zialfall nach GleichunglO, welcher die Berechnung des Integrals

I:f(x)dx.

unter Umstanden wesentlich vereinfacht.

3030llte jedochr = j 8 gelten, dann kann dies (wie im reellen Fall) durch Drehung®grin die rechte Halbebene

28
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Abbildung 3: Integrationsweg(e) fur reelles

Dazu soll auf dem geschlossenen Weg C., — Cyx nach Abbildung3 unter Zuhilfenahme
des Residuensatzes integriert werden. Nun lassem wirco laufen, was die Residuen aller
Singularitaterz, in der oberen komplexen Halbebene ()¢ 0) adressiert.

rIi_r)rggg%f(z)dz:anlmzzn;Ores;nf(z)=rILngoj(;mf(z)dz+]::f(z)dz (41)
0

Mit Jorpan's Lemma erhalt man als Berechnungsvorschrift:

foof(x)dx=27rj Z res, f(2) . (42)

Im(z,)>0

Das IntegraU_O:o f(x) dx kann also einzig und allein basierend auf der Kenntnis der Residuen (an
den Singularstellen,, die oberhalb der reellen Achse liegen) berechnet werden.

Voraussetzungen fir die Anwendbarkeit Notwendige Bedingungen fiir die Anwendbar-
keit von FormeK2 sind:

e f(X) ist auf dem Integrationsweg entlang der reellen Achse analytisch @sahkinkt);
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¢ nach #roan’s Lemma gilt in der oberen Halbebene: im. z f(2) = 0;
e das uneigentliche Integral konvergiert/[\V27, 8 6-22].

Kann man sogar absolute Konvergenz, df_Ti|f(x)|dx < oo nachweisen, dann ist wegen

’f:f(x)dx

der letzte Punkt der notwendigen Bedingungen (gewdhnliche Konverggundsatzlich er-
fallt [ , §4-43].

sfoolf(x)l dx < oo (43)

Die Eigenschaft der absoluten Konvergenz kann flr ganz bestimmteelass Funktionen
generell nachgewiesen werden, wovon eine z. B. die mit der “Abkl®igarakteristik

|Zf@|<M<oo bzw. I <MIX™, o>1

ist [ , 20.2]. Wir betrachten also die Beschranktheit {56 (X)| unter der Maf3gabe, dald
sich eine Zahb-(x) > 1 (wie gefordert) fur jeden Wer > « finden laf3t. Ist dem so, dann gilt im
offenen Intervalk > 0 die Relation

00 r
f |f(x)|dxsrlimex“de

und mit

r
, , 1
Ilmf Mx7dx= M lim ——x*“
r—oo a r—oo 1—0’

kann die absolute Konvergenz entlang des positiven Teils der reelleseAck 0) nachgewiesen
werdert’.

f [f(x)|dx < ll a7 <0

Gleichzeitig wird die Bedingung vorodoan’s Lemma erfillt, denn:

lim |z f(2)| = lim |27 t@Z| <M lim Iz*=0

31Der Nachweis laRt sich fiir das |nteggﬁ!3|f(x)|dx gleichermaRen fiihren.
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In &hnlicher Art und Weise ist bei exponentiell abfallenden Funktiorieratdsolute Konver-
genz dadurch gegeben, dal sie (wenn eine Z&¥)I> 1 existiert) flirjx] — oo die Ungleichung
|e"™ f(X)] < M < oo erfilller??. Denn setzt man diese Relation in Ungleichdidgin

f 1 () dx < f M e dx

und I6st das rechtsseitige Integral auf,

0 o0 M . M . M
Me 7™ dx = 2M e % dx=—-— lim e*"x|T =— (1— lim e*"T) =—
_ 0 0 p

0 g Tooo o Tooo

so wird die Beschranktheit des Ergebnisses erkennbar.

’ﬁ:f(x)dx

7.1.2 Gebrochen rationale Funktionen

M
<— <o
o

Speziell fur gebrochen rationale Funktionen ist es durch Hinzunahm&eriehung30 mog-
lich, noch folgende Vereinfachung anzugeben (vorausgesetzidélesidd von erster Ordnung):

I G P(zn)
e (%) s ,m(%go q(z0)

Die Bedingung lim_,« z f(2) = 0 kann man bei (echt) gebrochen rationalen Funktionen dahin-
gehend konkretisieren, dal3 der Grad des Nennerpolyg@dsim mindestens zwei groRer als
der des Zahlerpolynomg(x) sein muf3.

7.1.3 Halb-analytische Funktionen

Oben halbanalytische Funktionen Fir eine in der oberen komplexen Halbeb€rana-
Iytische Funktionf(z) kann man unter bestimmten Voraussetzungen jeden Funktionswert im

32Der Abfall der Funktionswerte erfolgt hier wegefi*e> x” = & "X noch schneller als bei Funktionen, die durch
[x7 f(X)] < M beschréankt sind (wenxn— oo strebt).

33Als halbanalytischsollen Funktionen bezeichnet sein, dieciner Halbebene vorT uneingeschrankt analytisch
sind.
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Gebiet Img) > 0 durch Integration entlang der reellen Achse berechnen. Dazu selb@vder
Herleitung von Guchy’s Integralformell4) eine neue Funktion

_f@

02 ==

(44)

definiert sein, fur die wir zunachst das Residuum an der (einzigegubiritatzy bestimmen
(vgl. Formel29).

_ lim [(z— _im Lz 2 F@ |
res, 000 = I [(2- 2092 = im |2~ 25 | = @)

Einsetzen in den Ausgangspunkt des allgemeinen Fa#d)) nach Gleichung 1 fihrt mit dem
Integrationsweg laut Abbildung zu:

. . . ® f * f
r@;s@g(z)dz:2njf(zo)=rIL(rgo£mg(z)dz+‘£ %dz:[ %dx.

0o o
— ——
0

Im Ergebnis erhalt man &cuy’s Integralformet* in der Halbebene Inzf) > 0 nach [ !
119].

1 ™~ (%
f(20) = — — I 4
@ =5 [ joade  m()>0 (45)
Rechts halbanalytische Funktionen Sollte f(2) entgegen der bisherigen Ausfiihrungen

im Gebiet Refp) > 0 analytisch sein, dann integriert man auf einem Halbkreis in der rechten
Halbebene entsprechend AbbildufgDie einzige Singularitéty liegt (wieder) innerhalb der
Kurve C = Cy — C,, und hat, nimmt man &cny’s Integralformell3 sowie Gleichung?1 zu
Hilfe°, das Residuum

05,0 = 5= (b 55 2= f(2).

34Benennt mam in zund auRRerdem die Integrationsvariable um, so kommt man zu der ibBrstellungf (2) =
le-f_"; %dg. Um jedoch Mehrdeutigkeiten zu vermeiden wird (auRer in TabBlldie Schreibweise mity
beibehalten.

35Denn Beziehung5 ist augenscheinlich ein Spezialfall von@ny’s Integralformel14 fir den im Unendlichen

verlaufenden Integrationswég)= Cx — C, nach Abbildung3.
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Nach dem Residuensatz (und bei Anwendung wspal’s Lemma flr den Fall eines positiv
imaginarerny, vgl. Abschnitt6) ergibt sich daraus

(2 f I £(2) o fg .
Lmﬁdz—ﬁyﬁdz_—jjjwﬁdz_hj reszoﬁ_anf(zo)

und somit fUr den Funktionswert an der Stedle

1 (> i@
f(m)__gj‘[jmﬁdz’ Re(z) > 0. (46)

Nimmt man noch die Ersetzurg= jy vor, so laf3t sich die Integration entlang der imaginaren
Achse auf eine reelle Integrationsvariable abbilden (siehe auch Tédlpelle

1 f(y)
f(20) =—=— —=dy, Re(@) >0 47
(20) = —>— oy @) (47)
Abhangigkeit zwischen Real- und Imaginarteil Gehen wir jetzt nocheinmal zum Fall

Im(z0) > 0, d. h. in die obere Halbebetfezuriick und betrachten Forméb mit Blick auf die
Lage vonzy. Nehmen wir (im Gegensatz zu den bisherigen Ausfiihrungen) an, wit B
lage in der unteren Halbebene und bezeichnen ihn der besserenddatdbarkeit wegen mit
2z = X3 +jy1. Aufgrund des Fehlens von Singularitaten innerhalb der KGrigehe Abbildung,

f istin der oberen Halbebene als analytisch vorausgesetzt), mul3 nad@eatteron Gucuy das
Integral

$19 g [ 10 g
ci—14 —00 X—2Z1

verschwinden. Bringt man diese Gleichung in Zusammenhang mit dem Burddh Formell5
auf einen gemeinsamen Nenner,

3B\\eitere Varianten beziiglich der Halbebenen, in def{ghanalytisch ist, sind in Tabelle zusammengefaRt.
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1) 1R
f(ZO)_ZJLOX—ZOdX O_anLOX—zldX
1 (™ (x=2z)f(x) 1 ™ (x=2)f(x)

f(ZO):Zj o (X—20)(X—21) X Ozgj —oo (X—20)(x—21)

so laRt sich aus der rechtsseitigen Bezieht/rdje Aquivalenz

LT 1T w0
i ) e 7 L e ™ (48)

ermitteln. Deshalb kann man fiir den Funktionswert an der Sigiehreiben:

Mmoo xt o T At

M) =55 /. -2 2 /. = 20)(x-22)
(w0 (T af)
= 2] Lo ez x-2) ¢ 2 L, -z
_ 1 (-z)f(X)

20 e (X=20)(x~271)

Wahlt man den Punk; jetzt noch (gezielt) als Spiegelung vaman der reellen Achsez( =
Xo—]Yo = ), so ergibt einfaches Einsetzen

1 (™ (-7) (¥ I (20—75) £(X)

f@) = 5= = — | 2
@)= 2 - mtx-2) 7 20 ) -z x- o)
was zu folgenden Berechnungsformeln fifzg) fuhrt [ , 119]:
1™ yof(x 1 (x=%0)f(x)
f(20) = = ———=dx=—= ———=dx, 0. 49
(@) HLOIX—ZoIZdX ) XezP o 7 (49)

Durch Einsetzen vorfi(x+jy) = u(x,y) +jv(x,y) lassen sich aul3erdem die Darstellungsformen

3"\Welche die Austauschbarkeit vag= xg +jyo durchx sowieyp durch j(xg — X) im Zahler des Integranden anzeigt.
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f(20) = 1™ you(x0) Jf (yoV(X ,0) dx (50)

oo (X— XO)2+yO X—X0)2+Y3
_L1 [T x=xvx0) 17 (X=X U(x, 0)OIX (51)
o (X=X0)?+Y3 T oo (X=X0)2+Y3

gewinnen, wobei die Realteil-Beziehung auchskbn’s Integralformel fur die Halbebene ge-
nannt wird®, Durch getrennte Betrachtung von Real- und Imaginarteil erhalt manusiaia
Formeln

1 (™ you(x0) L [T X=X v(x.0)
’ _ - 227 dx== -————d 52
U(XO YO) T)ow (X— XO)Z + y(z) X TJ—o (X— XO)2 + y(% g ( )
1 yoU(x0) L [T x=x)ux0)
’ _ = _JVT\™ET d - —— —_— &> d 2 53

welche durch Einsetzen 50 und 51 die Berechnung des Funktionswerte2g) = u(Xo, Yo) +
jv(Xo,Yo) aus den Randwerten nur einer Komponente ermdglichen.

f(z) = = fyo X0) (x,0) dx f(z0) = = f(x X)+ Jyov(xo)olx
1 (;:Z)ZU(X,O)dx =ﬂ _ (Ii ZO) | V(x,0) dx
T Ux0) o _1 (™ vx0)
= R _HLOX_Zde (54)

Letztere Beziehungen dfden in Verbindung mit Gleichung aul3erdem die Moglichkeit der
Differentiation vonf(2) an jeder Stellegy mit Im(z) > 0 ausgehend von den Randwerten nur
einer Komponent€.

38Dje klassische Darstellung desifon-Integrals wird in der Literatur oft in Polarkoordinaten gegeben, weidlur

der Integrationsweg entlang der reellen Achse zu einem Kreis um dermilhatenursprung wirdg{C03, 116],
[ ,N°59], [ ]. Dazu setzt man typischerweige: —tan@/2) = —j ng =-ji v W und geht durch Bilinear-

Transformatioregy = —j tm zu einem Polarkoordinatensystem Uber.

39Bei Gleichungs5 handelt es sichfensichtlich um einen Spezialfall von Ableitungsfornélfiir halbanalytische
Funktionen (auf einem Integrationsweg entlang der reellen Achse).
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Tabelle 1: Berechnungsformeln fur halbanalytische Funktionen

Bedingung ‘ f(2) =
* 1) * yf@) 1 [~ Relf()]
.lﬁlgfof(Z) ° _foof—zdf -2 n_jLo iz %
) E-x1() X)f(f) 1 Im[f()]
27r Zjoo JE— de ﬂlf &~ -z % ﬂ'sfioo &-z ®
* 1) > yfE) 1 Re[f(9)]
.lnlgfof(Z) 0 _ijmf 2% 7 2% _?jf_m iz %
* f(Jf) E-XfE) X)f(f) 1 Im[f()]
27rf,ooJ§ z ﬂlf Ce-z2 % nIm -2 %
Joo f(f) * Xf(ch) 1 Relf(j)]
1 AG9) * E-NfG¢) 1 Im[f{é)]
eat | 5 e | ) e
= 1) 1 = xf(é) 1~ Relf ()]
lim f@=0 | — —27 g¢ -= : dé = —
R|ez)°<"0 fooéj z T J-co |JE—ZIZ ﬂj:oo Jéj_z
f(Jf) 1 ™ E-iGg) _ 1~ Im[f(é)]
27rfooJ§ z ﬂ'j —00 |Jf—2|2 dg ﬂj[oo jé:_z dé:
df(z) 1 f‘” 0 |u(x,0) 1 f‘x’ u(x,0)
L B == dx 55
dxo 7 Jow 0% [ X—20 7j J—co (X—20)? (53)

Grenzfalle

1. Sollte $rpaN’'s Lemma wegen lins, f(2) # 0 einmal nicht anwendbar sein, dann muf3
das Integraycm f(2)/(z—2z0) dzflr r — oo berticksichtigt werden. Nehmen wir beispielhaft
den Fall der rechtsseitig halbanalytischen Funktionen, dann hilft digifulos z— zy =
rd? mit dz=jr é? do weiter.

. ~ f@d (™ @
Zﬂjf(ZO)_me_Z—Zodz f_m—Z_ZOdz
I~ t()
dz

1
f — I|m * f(zo+r 6% do— f
(20) = , (20 ) 2 )z

36



Fur den Spezialfalf (z) = 1 kann man durch formales Einsetzen

f(2)
fcoo ﬁ dz
—_——

1 2 1 (I® dz
L (et [
ZFJJJ: 21 J_jeo Z- 20

3

1 (I 1 =

L Ly
2n Jjw2-20 2m -

NN

das uneigentliche Integral

i dz .
— = —m, >0 56
LmZ_ZO in. % (56)

ermitteln und dadurch aucf& (z-20)~1dz = jn fiir Re(zo) > O verifizieren.

2. Alle Ausfiihrungen zu analytischen Funktionen in der rechten Hailteebaben sich bis-
her auf Funktionswerte mit Rey) > 0 beschréankt. Interessant z. B. flir den Zusammen-
hang zwischen derderier- und LapLace-Transformation sind aber auch die Funktions-
werte auf der imaginaren Achse R§)(— 0. Dazu soll die Funktiorf(2)/(z— zp) auf dem
Integrationsweg entsprechend Abbilduhgetrachtet werden.

Wegen der Holomorphieeigenschaft in der rechten Halbebene mul3 eacisatz von
Caucny folgendes gelten:

. i(Yome) e
f - Ilm[ + f + f
Co *7%[J-jeo iyo+s) JCe

Das Integral auf dem We@., verschwindet nachodpan’s Lemma flrr — oo, wenn

=0.

lim;_. f(2) = 0 angenommen werden kann. Die beiden Teilintegrale auf dem geraden In-
tegrationsweg entlang der imaginaren Achse stellews férO genau einen Gicay’'schen
Hauptwert dar, was ihre Zusammenfassung ermdéglicht.

joo
V.P.f ﬂdz:-limf 1@ (57)
Sjoo Z— 20 -0 ]Jc, Z2- 79

Mit der Substitutionz— z = €, welche die gewiinschte Integrationskurve verkorpert,
nimmt das Integral auf dem Weg). die Darstellung
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Abbildung 4: Integrationsweg mit Singularitat auf imaginarer Achse

f f@ dZ—Jf zo+se19 do
c.Z—2 3

an. Bildet man den Grenzwert— 0, so geht es (Stetigkeit vonbei zy vorausgesetzt) in

ggnof RiC dZ—Jf(Zo)f% 06 = i 1(20) (58)

Uber, was sich auch als Spezialfall voruGay’s Integralformell3 deuten 143F. Einset-
zen in unser Zwischenergebriig ergibt'

v.waZ(z)o = —jn f(2)

und deshalb

40Formels8impliziert fiir den Fall eines einfachen Pafsauf der imaginaren Achse: |Lm>ofc f(dz=jnres, (2
und entspricht damit dem Ergebnis in([03 75] fir eingeriickte Pfade (unter gleichen Bedingungen auf der
reellen Achse).

#Sollte broav's Lemma nicht anwendbar sein, so gitt:fi(zo) = 7 fa 2 dz— V. P. f’;’; ;(2 dz.
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: j fj“’ f(2 j f‘x’ f(y)
f(iyo) = L V.P. 2 gz=1vp d 59
o =2 VP e ™ x wY=Yo ) &

fur Punkte auf der imagindren Achse. Im Vergleich mit den flrzief 0 gliltigen Be-
ziehungen (insbesondere dem Aquivalent2in Tabellel) I4Rt sich feststellen, daR der
Grenzibergang

Lim [ 0=y t0y) Jf“’ f(y) dy’

lim f =
X0—0 (@) T%0-0) o liy—20P

Re() =0

genau mit dem Ergebnis fir Rg) = 0 Ubereinstimmt.

. Auf der Grundlage von Formél9 kann man zeigen, dal3 Real- und Imaginarteil ei-
ner rechts halbanalytischen Funktion (entlang der imaginaren Achsepi@klserT-
Transformatiof¥ verkniipft sind [ , 13]. Die Behauptung ist unmittelbar zu verifizie-
ren, wenn marf (jyp) in Real- und Imaginarteil separiert

_ 1 > (0, ' ™ u.,
u(0,Y0) +¥(0, o) = =~ V. P-f _y(_;g dy+ :?V' P‘f y(—sza) v

und beide Seiten der Gleichung betrachtet.

u(0,yp) = —7—1TV. P.[ \;(0 y)dy H{Vv(xo,0)}

1 u(o,
voy9) = 1vP [ S ay it 0)
T Y—Yo
Voraussetzungen fur die Anwendbarkeit Eine wesentliche Voraussetzung fur das Ver-

schwinden des Integrals auf dem Integrations@ggnach Abbildung3 war nach dem Lemma
von Dbroan: lim;_zg2) = 0. Fir Funktionen, die in einer Halbebene uneingeschrankt analy-
tisch sind, reduziert sich die Forderung allgemein auf

42Wie in [PP02 9], [ . 5.1] und [Fri85, 4] wird die Husert-Transformationen durci((f)(x) = [ 1) g
definiert.

oo X—¢
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lim zE = lim ﬂ‘

= = lim |f(2)|=0.
ld—oo| Z—2o| |d—>|1-20/Z] | @

Zl— 0

Zu beachten ist dabei, daf# — «~ je nach Verlauf des halbkreisférmigen Integrationsweges
noch mit einer anderen Bedingung, den Real- oder Imaginarte# betreéfend, zu kombinieren

ist (vgl. Tabellel).

Weitere Voraussetzungen fir die Anwendbarkeit der Berechnomgsfn bestehen darin, daf3
f(2) auf dem jeweiligen Integrationsweg analytisch (sowie beschrankt) asdzdgeordnete
Integral konvergent sein muf3 (siehe auch Abschnittl).

7.2 Anwendung von J orbAN's Lemma im Fall a #0

Um Jrpan’s Lemma in seiner allgemeinen Form anzuwenden, wollen wir den Prozel} jetzt
etwas umdrehen und zuerst eine komplexe Funkiz) = € f(2) definieren. Im néchsten
Schritt soll versucht werden, das Integf@W(z) dz auf der geschlossenen Kur@e= C,, — Cx

nach Abbildung fir den Grenzfalt — oo zu evaluieren.

(o)

lim SEW(z)dz:an Z res, w(z) = lim f 7 f(2) dz+ f df(2)dz
C r—oo Co z

r _
o Im(z,)>0 =—0

0

Ausgehend von dem Ergebnis

271j Z res, [ ()] = I wé"zf(z)dz, (60)

Im(z,)>0

wobei z, wieder die Pole (isolierte Singularitaten) der Funktiefz) reprasentiert, kann man
jetzt noch in Gleichungen fur den Real- und Imaginarteil separieren.

—2r . Imfres, [ f(9)]} = Re f wei"zf(z)dz

Im(z,)>0 -

2 Re{reszn[ei"zf(z)]}:Imfwei(’zf(z)dz

Im(z,)>0
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Abbildung 5: Integrationsweg(e) flr imaginares

Was hier als Ergebnis prasentiert wurde, hat (insbesondere Fobrhetré¢tend) besondere Be-
deutung fur die inverseAeLace-Transformation f , 81], [ ,2.4.4], | , 2.22]. Un-
ter anderem wird fur die Voraussetzuag- 0 von brpan’s Lemma deutlich, daf3 sich das Kon-
vergenzverhalten des rechtsseitigen Integrals wegen der abgestémwBorderung lim,., f(2) =
0 deutlich verbessert.

Die bis hierher gewonnenen Erkenntnisse beziiglich der Integratiomgmitax-Achse lassen
sich auch auf den Weg entlang gefAchse entsprechend Abbildubgnwenden)| ) 2.32].
Da nach dem Lemma vowogban auch in diesem Fall das Integral auf dem Vilzgverschwindet
(vgl. letzter Absatz in Abschni@i, wenna negativ-imaginar ist), wird das uneigentliche Integral
mit Hilfe der Singularitaten in der linken Halbebene berechenbar.

joo

Z res,ng(z):rli_rﬂof % f(2) dz+ ! #21(2)dz

Re@n)<0 c z=—jeo

lim SEW(Z) dz = 2nj
[

r—oo

0

f(Qdz=21j > res,[¢f@], p>0 (61)

Z=—jeo Ren)<0

Fur die Falle von droan's Lemma mit negativena (egal ob reell oder imaginar, vgl. Ab-
schnitt6) ist der entsprechende Wy bzw. Cy negativ anzusetzen, wenn die ganze Kutve
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betrachtet wird. Aus diesem Grund sind entweder die Integrationsgmesder das Vorzeichen
des reellefimaginaren Integrals umzukehren.

Tabelle2 gibt einen Uberblick, was die Berechnung uneigentlicher Integrale mit klfebr-
DAN'S Lemma bettfit. Interessant ist speziell fir den Falk 0, dal3 es danach eine Verbindung
zwischen den Residuen der Pole in der oberen und unteren bzw. linkerechten Halbebene
gibt:

D lres, f@l=- ). [res, (2]

Im(z,)>0 Im(z,)<0

Tabelle 2: Berechnung uneigentlicher Integrale mit Hilfe von Residuen

@ ‘ Berechnungsvorschrift ‘ Voraussetzund
pos.-reell f d*%{(2)dz = 2nj Z res, [71(2)] lim f(2=0
—eo Im(zn)>0 ,Ln(_’z)fo
neg.-reell f el £ (2) dz = —2n Z res, [ £(9)] lim f(2)=0
0 Im(z,)<0 |ln(ﬁz)o<oo
. joo
pos.-imag. f el f@dz=-2rj ) res,[e (9] lim f(z=0
e Re@)>0 Re@20
. joo
neg.-imag. f &9 {(2)dz = 2nj Z res, [€*7 (2] lim f(z)=0
e ReG)<0 Re@)<0
0 f f(X) dx = 2nj Z res, f(2) lim zf(2)=0
—oo Im(zn)>0 |L](_’z)‘;°0
0 f fdx=-2rj > res, {2 lim zf@=0
o Im(z,)<0 Iln(?)ib
0 f fy)dy=-21j ) res, f(2) lim zf(2=0
~joo Re@)>0 Rine
0 f fyydy=21 > res, {2 lim zf(2=0
e ReGr)<0 Re@)-0
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